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Περίληψη 
 
Η παρούσα διπλωµατική εργασία αποτελεί µία µικρή συµβολή στην γενικότερη 

προσπάθεια των µηχανικών ελέγχου για την όσο το δυνατόν πληρέστερη κατανόηση και 

αποτελεσµατικότερη αντιµετώπιση των επιπτώσεων της τριβής σε συστήµατα 

σερβοµηχανισµών. Κύριο αντικείµενό της είναι η µελέτη των φαινοµένων που 

χαρακτηρίζουν την τριβή, η µοντελοποίηση και η ανάλυση συστηµάτων µε τριβή, καθώς 

και η εφαρµογή σχεδίων αντιστάθµισης αυτής σε σύστηµα σερβοµηχανισµού. 

Η αντιστάθµιση τριβής βασίστηκε σε διάφορους τρόπους µοντελοποίησής της 

(µοντέλα τριβής). Μάλιστα, η υψηλή ακρίβεια µοντελοποίησης εξασφαλίζει την υψηλή 

ακρίβεια στον έλεγχο της κίνησης. Επιπλέον, η ανάλυση συστηµάτων µε τριβή, 

χρησιµοποιώντας την µέθοδο της Περιγραφικής Συνάρτησης, έδειξε ότι ένας ακόµη λόγος 

επιδίωξης ακριβούς µοντελοποίησης της τριβής είναι η αποφυγή φαινοµένων αστάθειας. 

Γι’ αυτό, τόσο η φυσική της τριβής όσο και η µετέπειτα µοντελοποίησή της µελετήθηκαν 

διεξοδικά. 

Χρησιµοποιώντας διάφορα µοντέλα τριβής επιδιώχθηκε η σύγκρισή τους και ο 

εντοπισµός των µειονεκτηµάτων και πλεονεκτηµάτων τους. Η σύγκριση επικεντρώθηκε 

στην µείωση που επιτυγχάνουν τόσο στο σφάλµα τελικής θέσης, όσο και στο σφάλµα 

παρακολούθησης τροχιάς. Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής αντιστάθµισης τριβής µε 

µοντέλα προέρχονται τόσο από προσοµοιώσεις, όσο και από πειράµατα. 

Τα πειράµατα πραγµατοποιήθηκαν σε ένα σύστηµα κοχλία-οδηγού µε την βοήθεια 

του οποίου εξασφαλίζεται η γραµµική κίνηση µιας µάζας κεντρικά στερεωµένης σ’ αυτόν. 

Σ’ αυτό το σύστηµα η τριβή είναι µη αµελητέα και η χρησιµοποίηση αντιστάθµισης τριβής 

επέφερε ενθαρρυντικά αποτελέσµατα όσον αφορά τον έλεγχο της κίνησης του σώµατος 

µε υψηλή ακρίβεια. 
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Πρόλογος 
 
Η ύπαρξη σχετικής κίνησης σε οποιοδήποτε µηχανικό σύστηµα, για παράδειγµα 

ρουλεµάν, µεταδόσεις, υδραυλικά και πνευµατικά έµβολα, βαλβίδες, φρένα και τροχούς, 

συνεπάγεται την ύπαρξη της δύναµης της τριβής. Συγκεκριµένα, η τριβή αναπτύσσεται 

στην επιφάνεια επαφής µεταξύ των σχετικώς κινούµενων σωµάτων και είναι υπεύθυνη για 

πολλά προβλήµατα που σχετίζονται µε τον έλεγχο και την ακρίβεια των µηχανικών 

συστηµάτων. Μπορεί, για παράδειγµα, να αναγκάσει το κινούµενο σώµα να τρέµει κατά 

την διάρκεια της κίνησης, µπορεί να προκαλέσει µεγάλα σφάλµατα κατά την 

παρακολούθηση µιας τροχιάς όταν η κατεύθυνση αλλάζει, και είναι επίσης γνωστό ότι 

προκαλεί παραµένουσες ταλαντώσεις κατά την προσέγγιση της τελικής θέσης. 

Με άλλα λόγια δεν θα ήταν άστοχο αν χαρακτηρίζαµε την τριβή ως την νέµεση του 

ελέγχου υψηλής ακρίβειας. Ειδικότερα, αψηφά την ανάλυση και καταπατά την εφαρµογή 

των καλύτερων σύγχρονων µεθόδων σχεδιασµού. Μάλιστα, επειδή δεν µπορεί να 

υπακούσει εύκολα σε µαθηµατική µεταχείριση συχνά θεωρείται σαν ένα φαινόµενο ανάξιο 

του συνυπολογισµού του στην θεωρία του ελέγχου. Παρ’ όλα αυτά είναι σηµαντικό για 

τους µηχανικούς ελέγχου να γνωρίζουν πως να τα µεταχειριστούν. Εξάλλου είναι 

οικονοµικά ασύµφορη η µείωση της δύναµης της τριβής µέσω των διαφόρων µεθόδων 

επεξεργασίας της επιφάνειας. 

Η κατανόηση, εποµένως, της τριβής και η µοντελοποίηση της είναι το όπλο του 

µηχανικού ελέγχου στην εύρεση απλών και αποτελεσµατικών λύσεων για τη 

αντιµετώπιση των προβληµάτων που δηµιουργεί η τριβή σε ένα µηχανικό σύστηµα. 

Βέβαια, η κατανόηση της τριβής από την µεριά του δεν συνεπάγεται αναγκαστικά τη 

µελέτη και χρησιµοποίηση όλων των ερευνητικών κατακτήσεων της επιστήµης της 

τριβολογίας, που έχει, πράγµατι, να επιδείξει σηµαντική πρόοδο στον αιώνα µας. 

Εξάλλου, η πολυπλοκότητα δεν αποτελεί πάντα την ιδανικότερη λύση, ειδικά σε ένα 

µηχανικό πρόβληµα, όπου η οικονοµία, π.χ. υπολογιστική, καθίσταται πρώτη 

προτεραιότητα. 
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pα    µία σταθερά που χρησιµοποιείται στο R.I.M. για την δηµιουργία των 

µεγαλύτερων φορτίων τριβής που εµφανίζονται στην στατική περιοχή 

γ      ο χαρακτηριστικός χρόνος του φαινοµένου R.S.F. 

υδ      µία παράµετρος που εξαρτάται από την γεωµετρία της εφαρµογής 

iδ      η ελαστική παραµόρφωση ενός ευλύγιστου τριχιδίου στο µοντέλο B.M. 

sδ      σηµείο θλάσης ενός ευλύγιστου τριχιδίου στο µοντέλο B.M. 

x∆      η παραµόρφωση κατά την προσκόλληση στο S.P.M. 

b∆    η διαφορά της εκτίµησης της τιµής του συντελεστή ιξώδους τριβής από την 

πραγµατική του τιµή 

cF∆   η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής Coulomb από την 

πραγµατική της τιµή 

fF∆   η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής από την πραγµατική της τιµή 

G∆   η διαφορά µεταξύ του λογαριθµικού µέτρου της συνάρτησης µεταφοράς 

(του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος) που αντιστοιχεί στην βασική 

αρµονική συνιστώσα ενός L.C. και του λογαριθµικού µέτρου που 

αντιστοιχεί στην ακριβώς επόµενη υψηλότερη αρµονική 

cT∆   η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής Coulomb από την 

πραγµατική της τιµή 

fT∆     η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής από την πραγµατική της τιµή 

V∆   το διάστηµα στο οποίο η ταχύτητα µπορεί να θεωρηθεί µηδέν στο µοντέλο 

Karnopp 

ε      η σταθερά χρόνου στο µοντέλο M.D.M. 

ζ    η απόσβεση του συστήµατος 2ης τάξης ή µια εσωτερική µεταβλητή που 

αντιπροσωπεύει την σχετική µετατόπιση από την έναρξη της 

προσκόλλησης στο µοντέλο C.M. 

fff εη ,,, 21  σταθερές των µοντέλων B.S.M. 

θ      η γωνιακή µετατόπιση 

θ      η γωνιακή ταχύτητα 

θ      η γωνιακή επιτάχυνση 
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iθ      µεταβλητή κατάστασης ενός δυναµικού µοντέλου τριβής 

strθ     η γωνιακή ταχύτητα Stribeck 

µ      ο συντελεστής τριβής ολίσθησης 

eµ      η µέση τιµή του σφάλµατος θέσης 

M      η µάζα του κινούµενου σώµατος 

0σ      ο συντελεστής δυσκαµψίας στο µοντέλο L.G.M. 

1σ    ο συντελεστής απόσβεσης που χαρακτηρίζει την παραµόρφωση των 

τριχιδίων στο µοντέλο L.G.M. 

eσ      η τυπική απόκλιση του σφάλµατος θέσης 

Lτ      η σταθερά χρόνου της τριβώδους µνήµης 

strυ     η ταχύτητα Stribeck 

υ      η σχετική ταχύτητα µεταξύ δύο τριβόµενων επιφανειών 

1Φ    η διαφορά φάσης µεταξύ της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου 

του µη γραµµικού στοιχείου και της εισόδου του 

ω      η συχνότητα ή η γωνιακή ταχύτητα 

. .L Cω     η συχνότητα του L.C. κατά την D.F.A. 

. .,L S sω  η συχνότητα του L.C. που προέκυψε από την προσοµοίωση στο 

Matlab/Simulink 

nω      η ιδιοσυχνότητα του συστήµατος 2ης τάξης 

strω     η γωνιακή ταχύτητα Stribeck 

strω     η µέση τιµή της πειραµατικά προσδιορισµένης ταχύτητας Stribeck 

b      ο συντελεστής ιξώδους τριβής 

b′      ο συντελεστής ιξώδους τριβής της τριβής αντιστάθµισης 

b      η µέση τιµή του πειραµατικά προσδιορισµένου συντελεστή ιξώδους τριβής 

bε      ο συντελεστής ιξώδους τριβής στα έδρανα 

bκ      ο συντελεστής ιξώδους τριβής λόγω κίνησης της µάζας 

bολ      ο συντελεστής της συνολικής ιξώδους τριβής της εγκατάστασης 

bολ    η µέση τιµή του συντελεστή της συνολικής ιξώδους τριβής της 

εγκατάστασης 

ib      αρχική θέση ενός ευλύγιστου τριχιδίου στο µοντέλο B.M. 
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pb      ο συντελεστής απόσβεσης του µοντέλου R.I.M. 

sb      συντελεστής απόσβεσης της περιοχής προσκόλλησης στο µοντέλο C.M. 

B      το στοιχείο απόσβεσης 

210 ,, ccc  θετικές σταθερές του µοντέλου τριβής H.S.M. 

e      το σφάλµα θέσης 

eω      το σχετικό σφάλµα στον προσδιορισµό της συχνότητας του L.C. 

Xe      το σχετικό σφάλµα στον προσδιορισµό του πλάτους του L.C. 

sse      το σφάλµα θέσης µόνιµης κατάστασης 

cF      η τριβή Coulomb 

,cF κ     η τριβή Coulomb στην επιφάνεια του κοχλία λόγω της κίνησης της µάζας 

eF      η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων 

fF      η δύναµη τριβής 

,f ssF     η δύναµη τριβής στην µόνιµη κατάσταση 

gF    η συνισταµένη των δυνάµεων αντιστάθµισης της βαρύτητας και του 

ενισχυτή 

mF    η δύναµη του κινητήρα 

NF      η κάθετη δύναµη 

ssF      η δύναµη τριβής για κίνηση µόνιµης κατάστασης 

sF    η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής ή η δύναµη αποδέσµευσης (break-away 

force) 

slipF     η δύναµη τριβής κατά την ολίσθηση 

stickF     η δύναµη τριβής κατά την προσκόλληση 

strF   η τριβή Stribeck (που δίνεται από την διαφορά της τριβής Coulomb από 

την δύναµη αποδέσµευσης) 

astrF ,     η τριβή Stribeck στο τέλος της προηγούµενης περιόδου ολίσθησης 

∞,strF     η τριβή Stribeck µετά από µία πολύ µεγάλη περίοδο ακινησίας 

yF    η διαφορά µεταξύ της τάσης διαρροής και της δύναµης του αντίστοιχου 

σηµείου αντιστροφής 

( )υg   µία θετική συνάρτηση που εξαρτάται από τις ιδιότητες των υλικών, την 

λίπανση και την θερµοκρασία 
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G      η συνάρτηση µεταφοράς ενός γραµµικού στοιχείου 

filterG  η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου µε το οποίο η κάρτα ελέγχου 

υπολογίζει την ταχύτητα της κινούµενης µάζας 

linearG  η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µαζί µε τον κατευθυντή και 

χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής 

,linear iG  η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο ρεύµατος µαζί µε τον 

κατευθυντή και χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής 

,linear vG  η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο τάσης µαζί µε τον 

κατευθυντή και χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής 

LG    η συνάρτηση µεταφοράς του γραµµικού τµήµατος ενός µη γραµµικού 

συστήµατος 

plantG   η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης 

,plant iG   η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο ρεύµατος 

,plant vG   η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο τάσης 

totalG     η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µαζί µε τον κατευθυντή 

,total iG  η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο ρεύµατος µαζί µε τον 

κατευθυντή 

,total vG  η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης µε έλεγχο τάσης µαζί µε τον 

κατευθυντή 

h    το βήµα του κοχλία 

i    σταθερά του µοντέλου D.M., που καθορίζει το σχήµα της καµπύλης 

δύναµης-µετατόπισης 

ai      το ρεύµα στα τυλίγµατα του δροµέα του DC κινητήρα 

J    η ροπή αδράνειας της κινούµενης µάζας, M , και των περιστρεφόµενων 

τµηµάτων 

Jκ      η ροπή αδράνειας του κοχλία ως προς τον άξονά του 

Jολ     η συνολική ροπή αδράνειας της εγκατάστασης 

K      η σταθερά του ελατηρίου 

ampK     το κέρδος του ενισχυτή 

bK    ο συντελεστής ελαστικής παραµόρφωσης ενός ευλύγιστου τριχιδίου στο 

µοντέλο B.M. 
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dK      το διαφορικό κέρδος ενός PD ή PID κατευθυντή 

iK      το ολοκληρωτικό κέρδος ενός PID κατευθυντή 

pK      το αναλογικό κέρδος ενός PD ή PID κατευθυντή 

rK      συντελεστής σχετικής ελαστικής παραµόρφωσης στο µοντέλο R.I.M. 

sK    συντελεστής ελαστικής παραµόρφωσης της περιοχής προσκόλλησης στο 

µοντέλο C.M. 

tK      ο συντελεστής εφαπτοµενικής δυσκαµψίας της στατικής επαφής 

TK      η σταθερά ροπής του DC κινητήρα 

L      η αυτεπαγωγή των τυλιγµάτων του δροµέα του DC κινητήρα 

m      ο συντελεστή µετασχηµατισµού του κοχλία-οδηγού 

N      η D.F. ενός µη γραµµικού στοιχείου 

p      η εσωτερική, µονοδιάστατη µεταβλητή θέσης του µοντέλου R.I.M. 

0p    η οριακή τιµή της µεταβλητής θέσης του µοντέλου R.I.M., µεταξύ της 

προσκόλλησης και της ολίσθησης 

1r    ο συντελεστής αναστροφής του ενισχυτή εύρους παλµού 

2r    ο συντελεστής αναστροφής του κινητήρα 

aR      η αντίσταση των τυλιγµάτων του δροµέα του DC κινητήρα 

s    η µεταβλητή καθορισµού της περιοχής λειτουργίας στο µοντέλο C.M. και 

µεταβλητή διαστήµατος των µοντέλων B.S.M. 

St    ένας δείκτης της ευστάθειας του συστήµατος χωρίς την µη γραµµικότητα 

της τριβής 

rt      ο χρόνος στον οποίο το σώµα είναι ακινητοποιηµένο 

cT      η ροπή της τριβής Coulomb 

cT ′      η τριβή Coulomb της τριβής αντιστάθµισης 

cT      η µέση τιµή της πειραµατικά προσδιορισµένης τριβής Coulomb 

,cT ε     η ροπή ως προς τον άξονα του κοχλία, της τριβής Coulomb στα έδρανα 

,cT ολ     η συνολική τριβή Coulomb της εγκατάστασης 

,cT ολ     η µέση τιµή της συνολικής τριβής Coulomb της εγκατάστασης 

eT      η συνισταµένη των εξωτερικών ροπών 

fT      η ροπή της δύναµης τριβής 
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,f bvT   η ροπή της δύναµης τριβής σύµφωνα µε το µοντέλο "ροπή 

αποδέσµευσης+ιξώδης τριβή" 

,f cvT   η ροπή της δύναµης τριβής σύµφωνα µε το µοντέλο "τριβή 

Coulomb+ιξώδης τριβή" 

,f gkT     η ροπή της δύναµης τριβής σύµφωνα µε το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής 

mT      η ροπή του κινητήρα 

,m mbT     η ροπή ελέγχου κατά τον ΜΒ έλεγχο 

,m mbbvT   η ροπή ελέγχου κατά τον MBBV έλεγχο 

,m mbcvT   η ροπή ελέγχου κατά τον MBCV έλεγχο 

,m mbgkT   η ροπή ελέγχου κατά τον MBGK έλεγχο 

,m pdT     ροπή ελέγχου κατά τον PD έλεγχο 

,m pdbvT   ροπή ελέγχου κατά τον PDBV έλεγχο 

,m pdcvT   ροπή ελέγχου κατά τον PDCV έλεγχο 

,m pdgkT   ροπή ελέγχου κατά τον PDGK έλεγχο 

nlT      το µη γραµµικό τµήµα της τριβής 

nlT ′      το µη γραµµικό τµήµα της τριβής αντιστάθµισης 

pdT     η ροπή του PD κατευθυντή 

pidT     η ροπή του PID κατευθυντή 

sT      η µέση τιµή της πειραµατικά προσδιορισµένης ροπής αποδέσµευσης 

u      η είσοδος ελέγχου 

( )sV t   η συνεχής τάση τροφοδοσίας του DC κινητήρα 

ix      τελική θέση ενός ευλύγιστου τριχιδίου στο µοντέλο B.M. 

( )x t     η ηµιτονοειδής είσοδος ενός µη γραµµικού στοιχείου 

X      το πλάτος της ηµιτονοειδούς εισόδου του µη γραµµικού στοιχείου 

. .L CX     το πλάτος του L.C. κατά την D.F.A. 

. .,L S sX  το πλάτος του L.C. που προέκυψε από την προσοµοίωση στο 

Matlab/Simulink 

( )y t   η περιοδική έξοδος ενός µη γραµµικού στοιχείου όταν η είσοδος του είναι 

ηµιτονοειδής 
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( )1y t  η βασική αρµονική συνιστώσα της εξόδου ενός µη γραµµικού στοιχείου 

όταν η είσοδός του είναι ηµιτονοειδής 

1Y    το πλάτος της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου του µη 

γραµµικού στοιχείου 

z    η εσωτερική κατάσταση της τριβής στο µοντέλο M.D.M. ή η µέση 

παραµόρφωση των τριχιδίων στο µοντέλο L.G.M. 

ssz    η µέση παραµόρφωση των τριχιδίων στο µοντέλο L.G.M. στην µόνιµη 

κατάσταση 

 



 

22 

1 Eισαγωγή 
 

1.1 Σκοπός εργασίας 
Η εργασία αυτή περιγράφει τόσο θεωρητικά όσο και πειραµατικά αποτελέσµατα τα οποία 

ρίχνουν περισσότερο φως στο πρόβληµα του ελέγχου µε αντιστάθµιση τριβής για 

σερβοµηχανισµούς. Το κίνητρο για την έρευνα των επιπτώσεων της τριβής και για την 

µοντελοποίησή της πηγάζει από το γεγονός ότι η τριβή είναι ουσιαστικά ανεπιθύµητη, 

αναπόφευκτη και δύσκολο να µοντελοποιηθεί σε προβλήµατα ελέγχου 

σερβοµηχανισµών. 

Η εξαγωγή συµπερασµάτων για την συµπεριφορά της και η ανάπτυξη 

µεθοδολογιών εξάλειψης της επίδρασής της µπορούν να καταστούν πολύτιµες για πολλές 

εφαρµογές. Εξάλλου, η ανάγκη για όσο το δυνατόν αποδοτικότερο έλεγχο αποτελεί, 

σχεδόν πάντοτε, πρώτη προτεραιότητα. 

 

1.2 Συνοπτική βιβλιογραφική ανασκόπηση 
Η βιβλιογραφία που µελετήθηκε παρατίθεται στο κεφάλαιο Βιβλιογραφία. Κατά το 

µεγαλύτερο µέρος της αποτελείται από δηµοσιεύσεις σχετικές µε την µοντελοποίηση της 

τριβής, την αντιστάθµισή της και την ανάλυση συστηµάτων µε τριβή. Επιπλέον, 

συµπληρώνεται από βιβλία σχετικά µε την θεωρία του αυτοµάτου ελέγχου, την ανάλυση 

µη γραµµικών συστηµάτων ελέγχου, την µοντελοποίηση ηλεκτροµηχανικών διατάξεων και 

τον προγραµµατισµό για έλεγχο σε πραγµατικό χρόνο. 

Ειδικότερα, λόγω της πολύ µεγάλης ανάγκης για την όσο το δυνατόν καλύτερη 

κατανόηση των χαρακτηριστικών της τριβής πολλοί ερευνητές έχουν να επιδείξουν πολύ 

σπουδαίο έργο. Μάλιστα, το µεγάλο ενδιαφέρον για το συγκεκριµένο αντικείµενο ξεκινά 

από πολύ παλιά, και συγκεκριµένα από τον Leonardo da Vinci στα τέλη του 15ου αιώνα 

και στις αρχές του 16ου αιώνα, [42]. Οι σηµειώσεις του αποτέλεσαν οδηγό για αρκετούς 

µεταγενέστερους, όπως είναι ο Amontons (1699), [11], και ο Coulomb (1785), [38], στους 

οποίους οφείλεται ο κλασσικός τρόπος µοντελοποίησης της τριβής. Αργότερα µε την 

εισαγωγή της ιδέας της στατικής τριβής από τον Morin (1833), [71], και της εξίσωσης της 

ιξώδους ροής ρευστού από τον Reynolds (1866), [81], συµπληρώθηκε το κλασσικό 

µοντέλο. 

Λόγω των όλο και αυξανόµενων αναγκών για µοντελοποίηση τριβής υψηλής 

ακρίβειας ήδη από το δεύτερο µισό του 20ου αιώνα παρουσιάζεται µία έξαρση 

πειραµατικών παρατηρήσεων που οδηγούν στην ανακάλυψη νέων φαινοµένων τριβής, µε 

σκοπό όχι κατ’ ανάγκην τον αποδοτικότερο έλεγχο, αλλά προπάντων την κατανόηση 

τους. 
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Ειδικότερα, η βιβλιογραφία [23], [27], [37], [40], [80] µελετά τον µηχανισµό της 

επαφής στην οποία οφείλεται η δηµιουργία της στατικής τριβής, καθώς επίσης και τις 

ιδιότητες της. Επίσης, µία ολοκληρωµένη µελέτη του µηχανισµού δηµιουργίας της 

στατικής τριβής καθώς και ένας τρόπος µοντελοποίησής της µε σκοπό τον έλεγχο υψηλής 

ακρίβειας γίνεται στο άρθρο [59]. 

Η µεταβλητότητα της µέγιστης τιµής της στατικής τριβής σε συνάρτηση µε τον 

ρυθµό αύξησης της εξωτερικής δύναµης βρέθηκε πειραµατικά στο [60], ενώ 

επιβεβαιώθηκε πειραµατικά στο άρθρο [83]. 

Η µελέτη της µετάβασης από την προσκόλληση στην ολίσθηση, που ονοµάστηκε 

“stick-slip”, ξεκίνησε από τους Bowden-Leben (1939), [26]. Η εξάρτηση της µέγιστης τιµής 

της στατικής τριβής από τον χρόνο που ξοδεύτηκε στην στατική περιοχή αποτελεί ιδιότητα 

αυτής της κίνησης που µελετήθηκε στο άρθρο [79]. 

Όσον αφορά τα χαρακτηριστικά της τριβής κατά την κίνηση, τα άρθρα [19], [41], 

[91] αναφέρονται στην γενικευµένη καµπύλη Stribeck. Επίσης, διάφορες είναι οι 

παραµετροποιήσεις που έχουν προταθεί για το κινητικό µέρος της τριβής, όπως αυτές 

που δίνονται στην βιβλιογραφία [12], [13], [90]. Ακόµη, στις ιδιότητες του οριακού 

στρώµατος του λιπαντικού αναφέρεται το [27]. 

Ο προσδιορισµός της µηδενικής ταχύτητας, που είναι ένα από τα βασικά 

µειονεκτήµατα των κινητικών µοντέλων τριβής, αντιµετωπίστηκε στο άρθρο [61]. 

Η κίνηση µε µεταβλητή ταχύτητα οδηγεί σε φαινόµενα υστέρησης της δύναµης της 

τριβής ως προς την ταχύτητα, τα οποία µελετήθηκαν στα άρθρα [17], [74]. Αποδείξεις για 

την ύπαρξη αυτών των φαινοµένων είναι διαθέσιµες από ένα πολύ µεγάλο εύρος 

πειραµατικών πηγών, [79], [82], [85]. 

Ένα από τα µοντέλα χρονικής εξάρτησης (H.S.M.) αναπτύσσεται στο [74], ενώ 

στην κατηγορία αυτή των µοντέλων ανήκει και το εµπειρικά υποκινούµενο µοντέλο τριβής 

των επτά παραµέτρων (S.P.M.) που περιγράφεται στο [15]. Προσεγγιστικές τιµές για τα 

εύροι των παραµέτρων του τελευταίου µοντέλου προέκυψαν στα [13], [51], [57], [58], [62], 

[77]. 

Τα µοντέλα µεταβλητών κατάστασης (S.V.F.M.) αναπτύχθηκαν από την κοινότητα 

της µηχανικής των τεκτονικών πλακών, [45], [52], [68], [75], [82], [84]. Ενώ τα µοντέλα 

αυτά έχουν αναπτυχθεί για πειράµατα για την τριβή σε πλάκες, οι ιδιότητές τους έχουν 

πρόσφατα παρατηρηθεί για ένα εύρος υλικών, [36], [45]. Πρόσφατα αυτά τα µοντέλα 

βελτιώθηκαν ώστε να περιλαµβάνουν την εξάρτηση και από το κάθετο φορτίο, [68]. 

Ένα από τα µοντέλα τριβής που ανήκουν σ' αυτήν την κατηγορία είναι το µοντέλο 

του Dahl (D.M.), [43]. Τα µειονεκτήµατα του µοντέλου αυτού παρατηρήθηκαν σε µία 

αριθµητική προσοµοίωση στην [72], ενώ προσπάθειες τροποποίησης του έγιναν στην 

[54]. 
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Επιπλέον, ένα πλήθος από δυναµικά µοντέλα έχει αναπτυχθεί από τους Bliman-

Sorine, σε µία σειρά από άρθρα, [20], [21], [22], στηριζόµενοι κυρίως στις πειραµατικές 

παρατηρήσεις του Rabinowitz, [78]. Η προσπάθειά τους αποσκοπούσε κυρίως στην 

βελτίωση του µοντέλου D.M. Στον ίδιο σκοπό αποσκοπούσε και η προσπάθεια 

µοντελοποίησης της τριβής µε βάσει το µοντέλο D.M. που έγινε από τον Canudas στο 

άρθρο [35]. 

Επιδιώκοντας την ενσωµάτωση του φυσικού φαινοµένου της αλληλεπίδρασης των 

προεξοχών των δύο τριβόµενων επιφανειών οι Haessig-Friedland δηµιούργησαν ένα 

ακόµη µοντέλο τριβής µεταβλητών κατάστασης, το "bristle model" (B.M.), [53]. 

Συγχρόνως, προσπάθησαν να εξαλείψουν το βασικό µειονέκτηµα της προσέγγισης 

Karnopp στην οποία οφείλεται η ανεπιτυχής εφαρµογή του σε συστήµατα πολύ υψηλής 

τάξης δηµιουργώντας το "reset integrator model" (R.I.M.). 

Επίσης, στο άρθρο [36] αναπτύσσεται το "Lund-Grenoble model" (L.G.M.), το 

οποίο ενσωµατώνει έναν µηχανισµό δηµιουργίας της στατικής τριβής καθώς επίσης και τα 

χαρακτηριστικά της τριβής ευσταθούς κατάστασης. Ένας τρόπος πειραµατικού 

προσδιορισµού των παραµέτρων αυτού του µοντέλου περιγράφεται στο [5]. Επειδή, 

όµως, το µοντέλο L.G.M. χρησιµοποιεί ως µεταβλητή κατάστασης µία µη µετρήσιµη 

µεταβλητή, είναι αναγκαίο να δηµιουργηθεί ένας παρατηρητής, ο οποίος συνθέτεται στο 

[6], ενώ συγχρόνως παρατίθενται πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Όσον αφορά την πρόβλεψη των συνθηκών για κίνηση "stick-slip" και γενικότερα 

την ανάλυση συστηµάτων µε τριβή, αυτή µπορεί να γίνει µε διάφορες µεθόδους, µε 

αποτέλεσµα ένας µεγάλος αριθµός δηµοσιεύσεων να αναφέρεται σ' αυτό το θέµα. 

Ειδικότερα, στις αναφορές [39], [44], [88] και [89] εφαρµόζεται η µέθοδος της αλγεβρικής 

ανάλυσης (Algebraic Analysis). Επίσης, στην εφαρµογή της µεθόδου µε περιγραφική 

συνάρτηση (Describing Function Analysis) στην ανάλυση συστηµάτων µε τριβή 

αναφέρονται οι αναφορές [10], [16], [18], [24], [25], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], 

[63], [86], [87], [92], [93]. 

Ένα µεγάλο κοµµάτι της βιβλιογραφίας αναφέρεται στην εφαρµογή µοντέλων 

τριβής µε σκοπό την αντιστάθµιση καθώς και στον πειραµατικό προσδιορισµό της τριβής. 

Ειδικότερα, στα άρθρα [15], [66], [67], [76], παρουσιάζεται µια γενική περιγραφή και 

σύγκριση των ήδη χρησιµοποιηθέντων µοντέλων τριβής. 

Επίσης, στο άρθρο [7] συγκρίνονται δύο µοντέλα τριβής, το L.G.M. µε το γενικό 

κινητικό µοντέλο τριβής. Μάλιστα, το τελευταίο κρίθηκε υπεραρκετό για κίνηση µιας 

κατεύθυνσης. 

Σύγκριση µοντέλων τριβής σε µία πειραµατική διάταξη γίνεται και στο άρθρο [70]. 

Ειδικότερα, χρησιµοποιείται αντιστάθµιση τριβής µε παρατηρητές βασισµένους στο 

κλασσικό µοντέλο τριβής, στο R.I.M. και στο D.M. Συγκρίνοντας τους τρεις τρόπους 
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αντιστάθµισης, προέκυψε ότι αν και τα φαινόµενα που ενσωµατώνει το κλασσικό µοντέλο 

είναι λιγότερα από τα υπόλοιπα δύο, τα αποτελέσµατά του θεωρούνται καλύτερα. 

Επίσης, στο άρθρο [65] χρησιµοποιείται ένα µοντέλο τριβής βασισµένο στην ροπή 

προκειµένου να αντιµετωπιστούν τα σφάλµατα κατά την κίνηση ενός απτικού µηχανισµού. 

Ακόµη, στο άρθρο [8] γίνεται προσπάθεια εξαγωγής µοντέλων τριβής από τις 

ιδιότητες των υλικών και της επιφάνειας, µε σκοπό να χρησιµοποιηθούν για έλεγχο. 

Η επίτευξη ευσταθούς κίνησης χρησιµοποιώντας αντιστάθµιση τριβής και PD 

κατευθυντή αποτελεί αντικείµενο του άρθρου [47]. 

Επιπλέον, η βιβλιογραφία [1], [2], [50], [73], [74] αναφέρεται στην θεωρία του 

αυτοµάτου ελέγχου και των µη γραµµικών συστηµάτων, ενώ η βιβλιογραφία [3], [4] στην 

ανάλυση ηλεκτροµηχανικών συστηµάτων. 

Ο προγραµµατισµός των προγραµµάτων ελέγχου σε πραγµατικό χρόνο έγινε µε 

την βοήθεια της βιβλιογραφίας [64], [69]. 

 

1.3 ∆οµή Eργασίας 
Το κύριο µέρος της εργασίας αποτελείται από πέντε κεφάλαια. Το Kεφάλαιο 2 περιγράφει 

αναλυτικά την φυσική της τριβής για όλα τα είδη κινήσεων. Ειδικότερα, περιγράφει τις 

αιτίες δηµιουργίας της τριβής και τις ιδιότητές της τόσο κατά την φάση της ακινησίας όσο 

και κατά την κίνηση είτε µε σταθερή είτε µε µεταβαλλόµενη ταχύτητα. Η κατανόηση της 

φύσης της τριβής αποτελεί ένα πολύ σηµαντικό βήµα για την ακριβέστερη µοντελοποίησή 

της. 

Το Kεφάλαιο 3 παραθέτει, σχολιάζει και αναλύει ορισµένα από τα ήδη ανεπτυγµένα 

και εφαρµοσµένα µοντέλα τριβής. Τα µοντέλα έχουν οµαδοποιηθεί σε κατηγορίες 

ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά της τριβής τα οποία µοντελοποιούν, ώστε να είναι εφικτή η 

σύγκρισή τους. Η µοντελοποίηση της τριβής καθίσταται απαραίτητο εργαλείο στην 

προσπάθεια για πλήρη κατανόηση των επιπτώσεων της και των µεθόδων αντιµετώπισης 

αυτών. 

Το Κεφάλαιο 4 αποτελεί µία γενική περιγραφή των µεθόδων ανάλυσης µη 

γραµµικών συστηµάτων ελέγχου. Με άλλα λόγια περιγράφει τις µεθόδους µε τις οποίες 

είναι εφικτή η πρόβλεψη της συµπεριφοράς των µη γραµµικών συστηµάτων, στην 

κατηγορία των οποίων ανήκουν και τα συστήµατα µε τριβή. Επιπλέον δίνει µεγαλύτερη 

έµφαση στην ανάλυση αυτών των συστηµάτων µε την µέθοδο της Περιγραφικής 

Συνάρτησης η οποία και εφαρµόστηκε στη συγκεκριµένη εργασία. 

Το Κεφάλαιο 5 εφαρµόζει τη µέθοδο ανάλυσης µε περιγραφική συνάρτηση σε 

συστήµατα ελέγχου 2ης και άνω τάξης µε τριβή. Η µελέτη συστηµάτων διαφόρων τάξεων 

µε τη συγκεκριµένη µέθοδο αποσκοπεί στην εξαγωγή γενικών συµπερασµάτων που θα 

ισχύουν ανεξάρτητα από την τάξη του συστήµατος. Επιπλέον µελετάται η επίδραση της 
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αντιστάθµισης τριβής στην συµπεριφορά αυτών των συστηµάτων, ενώ παράλληλα 

εξετάζεται η ισχύς των αποτελεσµάτων της µεθόδου. 

Το Κεφάλαιο 6 περιγράφει τα αποτελέσµατα της εφαρµογής διαφόρων νόµων 

ελέγχου µε αντιστάθµιση τριβής σε µία πειραµατική διάταξη. Η επίτευξη του επιθυµητού 

αποτελέσµατος, που είναι η εξάλειψη των επιπτώσεων της τριβής, απαιτεί την ακριβή 

µοντελοποίηση της πειραµατικής διάταξης, άρα και την ακριβή µοντελοποίηση της τριβής 

του συγκεκριµένου συστήµατος. Γι’ αυτόν τον λόγο εφαρµόζονται διάφορα µοντέλα τριβής 

προκειµένου να είναι δυνατή η εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων για την 

αποτελεσµατικότητά τους στην αντιστάθµιση τριβής. 

Τέλος, το Κεφάλαιο 7 παραθέτει συνοπτικά τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από 

το σύνολο των προηγούµενων κεφαλαίων, ενώ συγχρόνως αναφέρει ορισµένες από τις 

εργασίες που θα µπορούσαν να υλοποιηθούν µελλοντικά. 
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2 Φυσική της τριβής 
 
Η µοντελοποίηση της τριβής, µε σκοπό την αντιστάθµισή της, αποτελεί ένα σηµαντικό 

όπλο στα χέρια του µηχανικού ελέγχου αρκεί να επιτευχθεί η όσο το δυνατόν καλύτερη 

διαχείριση των ήδη παρατηρηµένων φαινοµένων τριβής. Μόνο µ’ αυτόν τον τρόπο µπορεί 

να καταλήξει σε απλά µοντέλα τριβής που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν µε αρκετή 

επιτυχία σε µηχανικά προβλήµατα ελέγχου. 

Η δύναµη τριβής, ως µία εφαπτοµενική δύναµη αντίδρασης µεταξύ δύο επιφανειών 

σε επαφή, είναι το αποτέλεσµα πολλών διαφορετικών µηχανισµών, όπως για παράδειγµα 

η γεωµετρία και η τοπολογία επαφής, οι ιδιότητες του κυρίου µέρους και της επιφάνειας 

του υλικού των σωµάτων και η παρουσία λίπανσης. Επίσης η προσβολή της επιφάνειας 

από διάφορες ουσίες είναι ένας επιπλέον παράγοντας που εισάγει δυσκολίες. 

Στην ακόλουθη ανάλυση των συνηθέστερων χαρακτηριστικών της τριβής θα 

θεωρηθεί ότι στην επιφάνεια επαφής υπάρχει λιπαντικό, όπως συµβαίνει στα 

περισσότερα µηχανικά συστήµατα, γεγονός που καθορίζει σε µεγάλο ποσοστό τα 

φαινόµενα που αναµένεται να χαρακτηρίζουν την τριβή. Ειδικότερα, σ’ αυτήν την 

περίπτωση διακρίνονται οι κάτωθι περιοχές συµπεριφοράς της τριβής: 

� Η περιοχή της στατικής τριβής και της προ-ολίσθησης µετατόπισης, 

� Η περιοχή της τριβής ολίσθησης, 

� Η περιοχή της κίνησης µε µεταβαλλόµενη ταχύτητα. 

 

2.1 Η περιοχή της στατικής τριβής και της προ-ολίσθησης 
µετατόπισης 
Τα φαινόµενα τα οποία λαµβάνουν χώρα κατά την ανάπτυξή της δύναµης της τριβής 

µεταξύ δύο τριβόµενων επιφανειών µπορούν να γίνουν κατανοητά αν και µόνο αν αρχικά 

κατανοηθούν οι λόγοι στους οποίους οφείλεται η δηµιουργία αυτής της δύναµης. Όµως, ο 

µόνος τρόπος να γίνουν αντιληπτοί όλοι εκείνοι οι παράγοντες που οδηγούν στην 

δηµιουργία της δύναµης τριβής είναι µέσω της µικροσκοπικής ανάλυσης του φαινοµένου 

της επαφής των δύο επιφανειών. Μάλιστα, η ανάλυση της δοµής του όλου φαινοµένου 

µπορεί να οδηγήσει σε καλύτερη και ακριβέστερη µοντελοποίηση της τριβής. 

Η παραδοσιακή ιδέα για την τοπολογία της επαφής µεταξύ δύο επιφανειών λέει ότι 

η τριβή είναι το αποτέλεσµα των δυνάµεων που ασκούνται µεταξύ δύο επιφανειών, λόγω 

των κορυφών και των κοιλάδων από τα οποία συντίθεται κάθε επιφάνεια. Επίσης, 

σύµφωνα µ’ αυτήν την ιδέα, οι κορυφές και οι κοιλάδες των δύο επιφανειών παραµένουν 

ανεξάρτητες, που σηµαίνει ότι δεν λαµβάνουν χώρα φαινόµενα, όπως τοπική σύνθλιψη 
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του υλικού, διαφόρων ειδών χηµικές αντιδράσεις, κ.α. Ωστόσο, έχει αποδειχθεί ότι η 

παραπάνω ιδέα πολύ δύσκολα µπορεί να εξηγήσει τις συµπεριφορές της τριβής. 

Οι Bawden-Tabor, βλ. [27], απέδειξαν ότι ο µηχανισµός της επαφής αποτελείται 

στην πραγµατικότητα από συνδέσεις που είναι οι περιοχές στις οποίες συµβαίνουν οι 

επαφές πολύ µικρών προεξοχών. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µ’ αυτούς, λαµβάνει χώρα 

ψυχρή συγκόλληση και σκληρή προσκόλληση, πράγµα που έχει ως αποτέλεσµα να 

συνθλίβονται σε ένα συνεχές στερεό, όπως ακριβώς συναντάµε στην πλαστικότητα. 

Απέδειξαν επίσης ότι η κυριότερη συνεισφορά της δύναµης της τριβής προέρχεται από 

την παραµόρφωση των συνδέσεων και επιπλέον από την δύναµη που απαιτείται για να 

«οργώσει» η µία επιφάνεια την άλλη. 

Λόγω της παραµόρφωσης των συνδέσεων παρατηρείται µια προ-ολίσθησης 

κίνηση. Αφού η συνολική επιφάνεια των συνδέσεων είναι µικρότερη από την προφανή 

επιφάνεια επαφής είναι φανερό ότι η επιφάνεια η οποία φέρει το φορτίο είναι πολύ µικρή, 

οπότε οι συνδέσεις αυτές παρέχουν την µεγαλύτερη µετατόπιση την οποία παρατηρούµε 

κατά την φάση της προ-ολίσθησης. Η ιδέα αυτή του ενός και συνεχούς υλικού µπορεί να 

εφαρµοστεί σε απλές επαφές µετάλλου µε µέταλλο όσο και σε πολύπλοκες περιπτώσεις, 

εφ’ όσον αναφερόµαστε στην τριβή ολίσθησης, και µπορούν να δώσουν µια εξήγηση για 

την ταύτιση που υπάρχει µεταξύ της πλαστικότητας και της προ-ολίσθησης κίνησης. 

Οι δυνάµεις, όµως, οι οποίες µπορούν να αναπτυχθούν µεταξύ των πολύ µικρών 

προεξοχών της επιφάνειας δεν µπορούν να είναι απεριόριστα µεγάλες. Αντιθέτως, 

υπάρχει ένα άνω όριο στο οποίο δεν υπάρχει πλέον επαφή µεταξύ των προεξοχών των 

επιφανειών, οπότε ξεκινά η σχετική ολίσθηση. Το όριο αυτό της δύναµης της τριβής που 

αναπτύσσεται κατά το πέρας της στατικής περιοχής ονοµάζεται «δύναµη αποδέσµευσης» 

(break-away force) και µαζί µε την προ-ολίσθησης µετατόπιση αποτελούν 

χαρακτηριστικές παραµέτρους της περιοχής αυτής. 

Παρακάτω αναπτύσσονται τα ποσοτικά και ποιοτικά χαρακτηριστικά της περιοχής 

της στατικής τριβής, τα οποία έχουν παρατηρηθεί µέχρι σήµερα, και ενδιαφέρουν τον 

µηχανικό ελέγχου. 

 
2.1.1 Ποσοτικά χαρακτηριστικά της στατικής τριβής 
Έχει παρατηρηθεί πειραµατικά ότι: 

� Η στατική τριβή µεταβάλλεται µε τον χρόνο και την θέση 

� Η δυναµική της στατικής τριβής είναι προσωρινά αµετάβλητη µε τον χρόνο 

και τοπικά ανεξάρτητη της θέσης 
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2.1.1.1 Η µεταβολή της στατικής τριβής µε τον χρόνο και την θέση 
Πολλοί ερευνητές, όπως οι Rankin, Courtney, βλ. [40], [80], αντίστοιχα, έχουν 

παρατηρήσει ότι είναι πολύ δύσκολο να βρεθούν επαναλαµβανόµενα ποσοτικά 

αποτελέσµατα. Αυτό ισχύει ακόµα και για καλά προετοιµασµένα πειράµατα µε τριβή 

µετάλλου µε µέταλλο, βλ. [40], και χωρίς να αναφερθούν οι µηχανισµοί σε µηχανές του 

εµπορίου. Αυτή η µεταβλητότητα µπορεί να αποδοθεί σε πολλούς λόγους, όπως η 

θερµοκρασία, η υγρασία, το µεταβαλλόµενο φορτίο, η γήρανση, η κακή ευθυγράµµιση του 

άξονα, η ανοµοιόµορφη κατανοµή του λιπαντικού και η καταστροφή και η 

επαναδηµιουργία της δοµής µεταξύ των δύο επιφανειών. Η διακύµανση, για παράδειγµα 

στην δύναµη αποδέσµευσης, µπορεί να είναι τόσο µεγάλη όσο είναι ορισµένες φορές 

µεταξύ δύο διαφορετικών σηµείων. 

 

2.1.1.2 Η µεταβολή της δυναµικής της στατικής τριβής µε τον χρόνο και την 
θέση 
Η δυναµική της στατικής τριβής είναι προσωρινά αµετάβλητη µε τον χρόνο και τοπικά 

ανεξάρτητη της θέσης. Ειδικότερα, ο όρος προσωρινά χρονικά αµετάβλητη σηµαίνει ότι οι 

ιδιότητες του συστήµατος παραµένουν σταθερές κατά την διάρκεια ενός µικρού 

διαστήµατος που µας ενδιαφέρει. Συνήθως αυτό το µικρό διάστηµα είναι αρκετά µεγάλο 

για τους σκοπούς του ελέγχου. Ο όρος τοπικά αµετάβλητη µε την θέση σηµαίνει ότι οι 

ιδιότητες του συστήµατος παραµένουν αµετάβλητες αν παραµείνει στο προ-ολίσθησης 

εύρος ενός οποιουδήποτε ανεξάρτητου σηµείου. Αυτή η ιδιότητα είναι υπεύθυνη για τις 

επαναλαµβανόµενες ποιοτικές αποκρίσεις. 

Η δεύτερη ιδιότητα διευκολύνει τον σχεδιασµό του συστήµατος ελέγχου. Επιτρέπει 

στον µηχανικό ελέγχου να θεωρήσει ότι η αβεβαιότητα στις παραµέτρους του συστήµατος 

είναι χρονικά αµετάβλητη. 

 
2.1.2 Ποιοτικά χαρακτηριστικά της στατικής τριβής 
Η ποιοτική συµπεριφορά της στατικής τριβής είναι πολύ επίµονη και επαναλαµβανόµενη, 

ενώ λίγες µόνο εξαιρέσεις έχουν βρεθεί. Αυτές οι εξαιρέσεις είναι προσωρινές και πολύ 

µικρές και µπορούν δικαιολογηµένα να αποδοθούν στην αναπόφευκτη µεταβολή της 

τοπικής δοµής. Ειδικότερα, η συµπεριφορά µπορεί εύκολα να διαιρεθεί στις ακόλουθες 

περιοχές: 

1. Μικρές µετατοπίσεις, 

2. Μεγάλες µετατοπίσεις. 
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2.1.2.1 Μικρές µετατοπίσεις 
Σ’ αυτήν την περιοχή όλες οι µικρές προεξοχές των επιφανειών είναι κολληµένες. 

Ειδικότερα, η δύναµη τριβής δεν αυξάνεται, διότι και οι εξοχές και το οριακό στρώµα του 

λιπαντικού παραµορφώνονται ελαστικά. Γι’ αυτόν τον λόγο η περιοχή αυτή χαρακτηρίζεται 

µόνο από την δυσκαµψία των προεξοχών κατά την ακινησία τους. Μάλιστα αυτή η 

παράµετρος δεν εξαρτάται από το αν υπάρχει λίπανση ή όχι. 

2.1.2.2 Μεγάλες µετατοπίσεις 
Σ’ αυτήν την περιοχή οι µικρές προεξοχές της επιφάνειας κινούνται. Η δύναµη τριβής, σε 

αντίθεση µε την προηγούµενη περιοχή αυξάνεται, διότι και οι προεξοχές της επιφάνειας 

και το οριακό στρώµα του λιπαντικού παραµορφώνονται πλαστικά. Μάλιστα, η δύναµη 

τριβής καθορίζεται κυρίως από την δύναµη που απαιτείται για να υπερνικηθεί η δύναµη 

αποδέσµευσης. Ειδικότερα, η περιοχή αυτή µπορεί να διαιρεθεί σε δύο επιµέρους: 

2.1. Πλαστική παραµόρφωση 

2.2. Παραµόρφωση µη γραµµικού ελατηρίου 

 
2.1.2.2.1 Πλαστική παραµόρφωση 
Η πλαστική παραµόρφωση δηµιουργεί µόνιµη µετατόπιση και χαρακτηρίζεται από δύο 

φαινόµενα: τον «ερπυσµό» (creep motion) και την «σκλήρυνση του υλικού» (work 

hardening). Με τον όρο «ερπυσµό» καθορίζεται η συνεχής παραµόρφωση κάτω από ένα 

σταθερό φορτίο, αν και µπορεί να παρατηρηθεί και όταν το φορτίο είναι ασυνεχές. Λόγω 

της σκλήρυνσης του υλικού, ο ρυθµός της παραµόρφωσης µειώνεται και τελικά σταµατά. 

Η σκλήρυνση του υλικού είναι σχεδόν ισοτροπική, που σηµαίνει ότι η ποσότητα της 

σκλήρυνσης σε µια κατεύθυνση, εφαρµόζεται και στην άλλη κατεύθυνση. Επίσης, έχει 

παρατηρηθεί πειραµατικά ότι κάθε εφαρµοζόµενη δύναµη αντιστοιχεί σε µία µέγιστη 

πιθανή σκλήρυνση του υλικού (maximum possible work hardening-M.P.W.). 

Μπορούµε να µεταχειριστούµε την κίνηση του ερπυσµού ως την µεταβατική 

απόκριση της πλαστικής παραµόρφωσης, και η συσσωρευµένη ποσότητα του ερπυσµού 

για τις δύο κατευθύνσεις είναι όµοια µε το µέγεθος της σκλήρυνσης του υλικού. ∆εν θα 

δηµιουργηθεί περισσότερη πλαστική παραµόρφωση αν το M.P.W., που σχετίζεται µε την 

εφαρµοζόµενη κίνηση είναι µικρότερο από την τρέχουσα ποσότητα της σκλήρυνσης του 

υλικού. ∆ιαφορετικά υπάρχει πάντοτε ερπυσµός ακόµα κι αν η εφαρµοζόµενη δύναµη 

είναι µικρότερη από την µέγιστη δύναµη που εφαρµόστηκε ποτέ. 

 
2.1.2.2.2 Παραµόρφωση µη γραµµικού ελατηρίου 
Αποτελεί τµήµα της προ-ολίσθησης κίνησης όταν δεν υπάρχει πλέον πλαστική 

παραµόρφωση. Μπορεί εύκολα να παρατηρηθεί όταν σταµατά ο ερπυσµός και η 
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σκλήρυνση του υλικού, ενώ συνήθως εµφανίζεται µε την µορφή ενός βρόχου υστέρησης. 

Αυτή η κίνηση χαρακτηρίζεται από δύο ιδιότητες: 

 
Ιδιότητα 1 

Έστω ότι η κατεύθυνση της εφαρµοζόµενης δύναµης αντιστρέφεται, για παράδειγµα 

από αυξανόµενη δύναµη αρχίζει και µειώνεται ή γίνεται αντίθετη. Το σηµείο στο διάγραµµα 

δύναµης-µετατόπισης στο οποίο η δύναµη αρχίζει να µειώνεται καλείται σηµείο 

αντιστροφής. Για παράδειγµα στο Σχ. 2-1 ορίζονται δύο σηµεία αντιστροφής, τα b, e. 

Επιπλέον, τα σηµεία c, f θα ονοµάζονται αντίστοιχα σηµεία αντιστροφής των b, e. 

Τότε, η παράγωγος της δύναµης ως προς την µετατόπιση µετά την αντιστροφή είναι 

µία θετική και όχι αύξουσα συνάρτηση της απόστασης µετρούµενη µόνο από το σηµείο 

αντιστροφής, και είναι ανεξάρτητη της θέσης και της δύναµης του σηµείου αντιστροφής. 

 

 

Σχήµα 2-1. Το φαινόµενο µνήµης της στατικής τριβής. 

 
Αυτή η ιδιότητα φαίνεται στο Σχ. 2-1. Έστω ότι µετακινείται η καµπύλη ef έτσι ώστε 

το σηµείο e να συµπίπτει µε το σηµείο b. Τότε διαπιστώνεται ότι οι καµπύλες ef και bc 

ταιριάζουν. Επιπλέον, αν η καµπύλη ef στραφεί ωρολογιακά κατά 180deg, και το σηµείο e 

συµπίπτει µε το σηµείο f και c, αντίστοιχα, τότε βρίσκεται πως η καµπύλη ef ταιριάζει µε 

τις καµπύλες fg και cd. 

Το φαινόµενο αυτό αφορά το ενδιαφέρον φαινόµενο µνήµης της στατικής τριβής. 

Από την στιγµή που η δύναµη αντιστρέφεται αρχίζει να δηµιουργείται µια καµπύλη 

δύναµης-µετατόπισης η οποία θα προσπαθήσει να ξαναπεράσει από το σηµείο όπου η 

δύναµη άρχισε να αντιστρέφεται, όταν η δύναµη πάρει και πάλι την τιµή πριν την 

αντιστροφή. 

Επιπλέον, η ιδιότητα αυτή επιβεβαιώνει το φαινόµενο Bauchinger. Ειδικότερα, 

υπαινίσσεται ότι η δυσκαµψία του ελατηρίου, η οποία αντιπροσωπεύεται από την 

παράγωγο της δύναµης ως προς την επιµήκυνση, µειώνεται από µία υψηλότερη τιµή σε 
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µία χαµηλότερη τιµή καθώς αποµακρύνεται από το σηµείο αντιστροφής. Σε περιπτώσεις 

που υπάρχει µία απότοµη αλλαγή στην δυσκαµψία, όπως στις περιπτώσεις του Σχ. 2-1, 

µπορεί να καθοριστεί ένα σηµείο διαρροής, που αν και δύσκολα, µπορεί να συσχετιστεί µε 

κάθε σηµείο αντιστροφής. 

Στο Σχ. 2-2 ορίζεται ένα σηµείο αντιστροφής, k, το οποίο το συσχετίζουµε µε το 

σηµείο διαρροής. Έστω ότι yF  είναι η διαφορά µεταξύ της τάσης διαρροής, ή πιο 

συγκεκριµένα της δύναµης διαρροής, όσον αφορά την κίνηση της τριβής, και της δύναµης 

του αντίστοιχου σηµείου αντιστροφής, l. Τότε, η yF  θα είναι η ίδια και για την θετικώς 

κατευθυνόµενη κίνηση, lk, και για την αρνητικώς κατευθυνόµενη κίνηση, kl. 

Έστω η περίπτωση της θετικώς κατευθυνόµενης κίνησης, lk, µε αρχή να είναι το 

αντίστοιχο σηµείο αντιστροφής, l. Αν υποτεθεί ότι η δύναµη αυξάνεται σε 1F  και στην 

συνέχεια αντιστρέφεται, τότε κατά την κίνηση αυτή, που είναι η αρνητικώς κατευθυνόµενη 

κίνηση, το µη γραµµικό ελατήριο θα διαρρεύσει στο σηµείο 1 yF F−  παρά στο σηµείο yF− , 

που είναι η αυθεντική δύναµη διαρροής για την αρνητικώς κατευθυνόµενη κίνηση. Αυτό 

σηµαίνει ότι το όριο διαρροής σε αρνητικώς κατευθυνόµενη κίνηση έχει ελαττωθεί. 

 

 

Σχήµα 2-2. Επιβεβαίωση του φαινοµένου Bauchinger. 

 
Προφανώς, αυτό συµπίπτει µε το φαινόµενο Bauchinger στην πλαστικότητα, το 

οποίο λέει ότι «αν ένα υλικό καταπονηθεί εφελκυστικά πέραν του ορίου διαρροής του, τότε 

σε κάθε νέα εφελκυστική φόρτιση το όριο διαρροής σε εφελκυσµό αυξάνει, ενώ το όριο 

διαρροής σε θλίψη ελαττώνεται». 

 
Ιδιότητα 2 

Εφ’ όσον έχει συµπληρωθεί ο βρόχος υστέρησης η καµπύλη ξαναπερνά από το 

σηµείο αντιστροφής, από το οποίο, όµως, περνούν και άλλοι, προηγούµενοι κλάδοι που 
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κατευθύνονται στην ίδια κατεύθυνση. Η κλίση της καµπύλης µετά απ’ αυτό το σηµείο θα 

είναι ίδια µε την κλίση εκείνου του κλάδου που έχει την µικρότερη κλίση στο σηµείο αυτό. 

Για παράδειγµα, στο Σχ.2-1, µετά το σηµείο d η καµπύλη διατηρεί την κλίση που 

είχε πριν πραγµατοποιηθεί η αντιστροφή στο σηµείο b. 

 
Αυτές οι δύο ιδιότητες έχουν τις ακόλουθες συνέπειες: 

� Κάθε σηµείο αντιστροφής θα ξανακαλυφθεί εφ’ όσον η δύναµη θα πάρει την 

αντίστοιχη τιµή ανεξάρτητα από το πόσες αντιστροφές έχουν συµβεί µέχρι 

εκείνη την στιγµή. 

� Όταν ένας συγκεκριµένος βρόχος υστέρησης έχει παρατηρηθεί, η µνήµη των 

δύο σηµείων αντιστροφής που συνθέτουν τον βρόχο εξαφανίζεται. 

 
Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, η συµπεριφορά της στατικής τριβής είναι πολύ 

κοντά στην συµπεριφορά των πλαστικών στερεών. Θα µπορούσε να είναι, εποµένως, 

αρκετά χρήσιµη η γνώση του τρόπου µε τον οποίο µοντελοποιείται η συµπεριφορά των 

πλαστικών στερεών στην βιβλιογραφία. Ένας τρόπος, βλ. [23], [37], να γίνει η 

µοντελοποίηση αυτής της συµπεριφοράς είναι να καθοριστεί αρχικά ένα απλοποιηµένο 

πλαστικό στοιχείο, το οποίο αποτελείται συνήθως από µία γραµµική περιοχή που 

ακολουθείται από µία περιοχή γραµµικής ή µη γραµµικής σκλήρυνσης του υλικού. Έπειτα, 

ανάλογα µε την ακρίβεια που απαιτείται, πολλά βασικά στοιχεία µε διαφορετικές 

παραµέτρους συνδυάζονται για να προσεγγίσουν την πραγµατική απόκριση. 

Όταν εφαρµόζεται µία κυκλική δύναµη, τότε, υιοθετούνται ισοτροπικοί, κινηµατικοί ή 

ανεξάρτητοι κανόνες σκλήρυνσης. Σ’ αυτούς τους τρεις κανόνες, µόνο ο κινηµατικός 

κανόνας σκλήρυνσης λαµβάνει υπόψη το φαινόµενο Bauchinger µε την ολοκληρωµένη 

µορφή του, ενώ ο ισοτροπικός κανόνας αγνοεί τελείως αυτό το φαινόµενο. Η χρονικά-

εξαρτώµενη απόκριση ερπυσµού συνήθως συζητείται ξεχωριστά και δεν 

συµπεριλαµβάνεται σε αυτά τα µοντέλα. Μία σηµαντική διαφορά µεταξύ του ερπυσµού 

στην πλαστικότητα και εκείνης στην προ-ολίσθησης κίνηση είναι ότι στην πρώτη 

περίπτωση, εκτός από τις υψηλές θερµοκρασίες, συνήθως λαµβάνει χώρα αρκετό χρόνο, 

ενώ στην τελευταία περίπτωση εξελίσσεται πολύ πιο γρήγορα. 

 

2.2 Η περιοχή της τριβής ολίσθησης 
Όταν η στατική τριβή προσεγγίσει την δύναµη αποδέσµευσης (break-away force) τότε οι 

δύο τριβόµενες επιφάνειες αρχίζουν να ολισθαίνουν η µία πάνω στην άλλη. Σ’ αυτήν την 

περίπτωση δεν υπάρχουν πλέον οι συνδέσεις που δηµιουργούνται από την επαφή των 

µικροεξοχών των δύο επιφανειών. Αυτό σηµαίνει ότι η τριβή που αναπτύσσεται δεν 
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οφείλεται στην αντίσταση που εµφανίζουν οι συνδέσεις των µικροεξοχών λόγω της 

διατµητικής αντοχής των τελευταίων. Αντιθέτως, θεωρώντας ότι η ζώνη επαφής 

τροφοδοτείται µε λιπαντικό, το εξωτερικό φορτίο στηρίζεται µόνο από το στρώµα 

λιπαντικού που αναπτύσσεται στην ζώνη επαφής. 

Επιπλέον, επειδή τα χαρακτηριστικά του στρώµατος του λιπαντικού, όπως για 

παράδειγµα το πάχος του και η θερµοκρασία του, εξαρτώνται από την σχετική ταχύτητα 

που έχει αναπτυχθεί µεταξύ των τριβόµενων επιφανειών, είναι φανερό ότι η τριβή που 

αναπτύσσεται σ’ αυτήν την περιοχή εξαρτάται από την σχετική ταχύτητα των δύο 

επιφανειών. Το σχήµα που ακολουθεί παρουσιάζει την γενικευµένη καµπύλη Stribeck, την 

σχέση δηλαδή που υπάρχει µεταξύ της δύναµης της τριβής και της σχετικής ταχύτητας, 

βλ. [19], [41], [91]. 

 

 

Σχήµα 2-3. Η γενικευµένη καµπύλη Stribeck, δείχνοντας την τριβή σαν µια συνάρτηση 
της ταχύτητας για χαµηλές ταχύτητες. 

 
Συγκεκριµένα, στην γενικευµένη καµπύλη Stribeck διακρίνονται τρεις διαφορετικές 

περιοχές της τριβής ολίσθησης, οι οποίες είναι οι εξής: 

1. Η περιοχή της οριακής λίπανσης (boundary lubrication) 

2. Η περιοχή της µερικώς υγρής λίπανσης (partial fluid lubrication) 

3. Η περιοχή της πλήρως υγρής λίπανσης (full fluid lubrication) 

 
Κάθε µία από τις τρεις παραπάνω χαρακτηριστικές περιοχές της τριβής ολίσθησης 

αναπτύσσεται µέσα σε καθορισµένα όρια της σχετικής ταχύτητας, όπως φαίνεται και στο 

Σχ. 2-3, πράγµα που σηµαίνει ότι η προηγούµενη διάκριση έχει νόηµα µόνο στην 

περίπτωση που η σχετική ταχύτητα έχει σταθεροποιηθεί σε µία τιµή. Γι’ αυτό το λόγο οι 

τρεις περιοχές της τριβής ολίσθησης καθορίζουν τα χαρακτηριστικά της ευσταθούς 

κατάστασής της. 
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2.2.1 Η περιοχή της οριακής λίπανσης (boundary lubrication) 
Η περιοχή της οριακής λίπανσης διακρίνεται από την πολύ µικρή ταχύτητα ολίσθησης. Σ’ 

αυτήν, η υγρή λίπανση (fluid lubrication) δεν είναι σηµαντική, και γι’ αυτό η ταχύτητα δεν 

επαρκεί για να δηµιουργήσει ένα στρώµα υγρού λιπαντικού (fluid film) µεταξύ των 

τριβόµενων επιφανειών. Αντιθέτως υπάρχει ένα οριακό στρώµα λιπαντικού (boundary 

layer), το οποίο εξυπηρετεί στο να παρέχει λίπανση. Το οριακό στρώµα πρέπει να είναι 

στερεό έτσι ώστε να µπορεί να συντηρείται κάτω από την πίεση επαφής, αλλά µικρής 

διατµητικής αντοχής, έτσι ώστε να µειώσει την τριβή, βλ. [27]. Στο Σχ. 2-4 φαίνεται η 

ολίσθηση στο οριακό στρώµα. 

 

 

Σχήµα 2-4. Οριακή λίπανση. 

 
Επειδή υπάρχει επαφή στερεού µε στερεό, το οριακό στρώµα της λίπανσης 

καταπονείται µε διάτµηση. Έχοντας, όµως, επιφάνεια στερεού που καταπονείται µε 

διάτµηση συνήθως θεωρείται ότι η τριβή στο οριακό αυτό στρώµα είναι µεγαλύτερη από 

την υγρή λίπανση, που δηµιουργείται σε υψηλότερες ταχύτητες. Αυτό, όµως, δεν είναι 

πάντοτε το ζητούµενο. ∆εν είναι αναγκαίο η διατµητική αντοχή να είναι µεγαλύτερη από 

τις δυνάµεις ιξώδους ενός ρευστού. 

 
2.2.2 Η περιοχή της µερικώς υγρής λίπανσης (partial fluid lubrication) 
Στο Σχ. 2-5 φαίνεται η περιοχή της µερικώς υγρής λίπανσης, στην οποία έχει εισέλθει 

λιπαντικό στην ζώνη επαφής. Η µετακίνηση αυτή γίνεται µέσω της κίνησης, είτε πρόκειται 

για ολίσθηση είτε για περιστροφή. Ορισµένο λιπαντικό αποβάλλεται από το φορτίο, αλλά 

το ιξώδες εµποδίζει όλο το λιπαντικό να διαφύγει, οπότε δηµιουργείται ένα στρώµα 

λιπαντικού.  
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Σχήµα 2-5. Μερικώς υγρή λίπανση. 

 
Είναι φανερό ότι η διαδικασία της εισχώρησης του λιπαντικού κυριαρχείται από την 

αλληλεπίδραση του ιξώδους του λιπαντικού, της ταχύτητας της κίνησης και της 

γεωµετρίας της επαφής. Όσο µεγαλύτερο είναι το ιξώδες ή η ταχύτητα της κίνησης, τόσο 

παχύτερο θα είναι το στρώµα του υγρού λιπαντικού. Όταν το στρώµα δεν είναι παχύτερο 

από το ύψος των προεξοχών, θα υπάρχει µερική επαφή στερεού µε στερεό και εποµένως 

θα αναπτύσσεται µερικώς υγρή λίπανση (partial fluid lubrication). Όταν το στρώµα είναι 

αρκετά παχύ τότε, ο διαχωρισµός είναι ολοκληρωτικός και το φορτίο είναι πλήρως 

υποστηριζόµενο από το υγρό λιπαντικό. Στην τελευταία περίπτωση έχει αναπτυχθεί 

πλήρως υγρή λίπανση που είναι και η ακριβώς επόµενη περιοχή της ευσταθούς 

κίνησης. 

Η δυναµική της µερικώς υγρής λίπανσης µπορεί ίσως να εξηγηθεί σε αναλογία µε 

έναν σκιέρ στο νερό. Όταν η ταχύτητα είναι µηδενική ο σκιέρ στηρίζεται ελαφρά στο νερό. 

Πάνω από µία κρίσιµη ταχύτητα ο σκιέρ θα στηρίζεται δυναµικά από την κίνησή του. 

Μεταξύ του να επιπλέει και να κάνει σκι υπάρχει ένα µεγάλο εύρος ταχυτήτων µέσα στο 

οποίο ο σκιέρ στηρίζεται µερικώς υδροδυναµικά. Αυτές οι ταχύτητες είναι ανάλογες µε την 

περιοχή της µερικώς υγρής λίπανσης. Η αναλογία είναι ατελής στο ότι η ελαφριά στήριξη 

δεν είναι ακριβώς επαφή στερεού µε στερεό, και η δυναµική στήριξη του σκιέρ είναι λόγω 

της αδράνειας του ρευστού καθώς αντιτίθεται στο ιξώδες, που αποτελεί την κυριαρχούσα 

δύναµη στην λίπανση. Υπό µια έννοια, όµως, η αναλογία ισχύει: και για τον σκιέρ και για 

την µηχανή, η περιοχή της µερικώς δυναµικής στήριξης είναι έκδηλα ασταθής. Καθώς ο 

σκιέρ ανεβαίνει λόγω της αυξανόµενης ταχύτητάς του, το φορτίο του µειώνεται, 

επιτρέποντάς του να κινηθεί ακόµα πιο γρήγορα. Καθώς η µερικώς υγρή λίπανση 

αυξάνεται, η επαφή στερεού µε στερεό µειώνεται, µειώνοντας έτσι την τριβή και 

αυξάνοντας την επιτάχυνση του κινούµενου µέρους. 
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2.2.3 Η περιοχή της πλήρως υγρής λίπανσης (full fluid lubrication)  
Στην περιοχή της πλήρως υγρής λίπανσης το λιπαντικό, που έχει εισέλθει στην ζώνη 

επαφής, έχει δηµιουργήσει ένα αρκετά παχύ στρώµα, λόγω της αρκετά µεγάλης σχετικής 

ταχύτητας των δύο τριβόµενων επιφανειών, µε αποτέλεσµα ο διαχωρισµός τους να είναι 

ολοκληρωτικός και το φορτίο να υποστηρίζεται πλήρως από το υγρό στρώµα λιπαντικού. 

Η πλήρως υγρή λίπανση µπορεί να έχει δύο µορφές ανάλογα µε την γεωµετρία των 

δύο τριβόµενων επιφανειών. Ειδικότερα, υπάρχει η υδροδυναµική λίπανση και η ελαστο-

υδροδυναµική λίπανση (E.H.L.). Η υδροδυναµική λίπανση εκδηλώνεται στις σύµφωνες 

επαφές, ενώ η ελαστο-υδροδυναµική λίπανση στις µη σύµφωνες επαφές. Όπως δείχνει 

το Σχ. 2-6 στην περιοχή αυτή δεν υπάρχει επαφή στερεού µε στερεό. Γενικά, η ελαστο-

υδροδυναµική λίπανση θα δώσει µεγαλύτερη τριβή και φθορά σε σύγκριση µε την 

υδροδυναµική λίπανση. 

 

 

Σχήµα 2-6. Πλήρως υγρή λίπανση. 

 

2.3. Η περιοχή κίνησης µε µεταβαλλόµενη ταχύτητα 
Μέχρι τώρα αναλύθηκαν οι περιοχές της τριβής όπου η σχετική ταχύτητα των δύο 

τριβόµενων επιφανειών είναι σταθερή. Ωστόσο, υπάρχουν αρκετές περιπτώσεις στις 

οποίες παρατηρείται µία συνεχής µεταβολή της ταχύτητας, γεγονός που είναι υπεύθυνο 

για µία σειρά νέων φαινοµένων στην συµπεριφορά της τριβής. 

Ειδικότερα, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση της συνεχούς 

µετάβασης από την προσκόλληση στην ολίσθηση και αντιστρόφως. Η κίνηση αυτή, που 

είναι γνωστή ως “stick-slip” (S.S.) οφείλεται κυρίως στην αδυναµία ανάπτυξης µιας αρκετά 

ικανοποιητικής σχετικής ταχύτητας µεταξύ των δύο τριβόµενων επιφανειών ώστε να 

υπάρξει ευσταθής κίνηση του σώµατος που ολισθαίνει. 

Η κίνηση S.S. έγινε γνωστή σε µελέτες κινήσεων πολύ µικρής ταχύτητας, στις 

οποίες υπήρχε µία συνεχής µετάβαση από την προσκόλληση στην ολίσθηση και 

αντιστρόφως. Χρησιµοποιώντας ένα ευαίσθητο όργανο µέτρησης της µετατόπισης, 

φωτοµικρογράφους (photomicrographs) των τριβόµενων επιφανειών και υδραυλικά 

παραγόµενη µόνιµη κίνηση, οι Bowden-Leben (1939), βλ. [26], έδειξαν ότι συµβαίνει η 
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προσκόλληση και χρησιµοποίησαν τον όρο “stick-slip”. Παρατήρησαν τήξη στους 

φωτοµικρογράφους και χρησιµοποιώντας το φαινόµενο του θερµοστοιχείου µεταξύ 

ανόµοιων µετάλλων, µέτρησαν µεγάλου εύρους θερµοκρασιακές µεταπτώσεις οι οποίες 

σχετίζονταν µε τον κύκλο προσκόλλησης. Οι Bowden-Leben θεώρησαν την τοπική τήξη 

του ενός τριβόµενου µετάλλου σαν τον µηχανισµό της µείωσης της τριβής κατά την 

ολίσθηση. Βρήκαν, επίσης, ότι µία παρόµοια κίνηση S.S. συµβαίνει σε πολλά λιπαινόµενα 

συστήµατα, ακόµα και αν δεν υπάρχει τοπική τήξη, και ότι δεν συµβαίνει κίνηση S.S. όταν 

χρησιµοποιούνται σαν λιπαντικά µεγάλου µήκους αλυσίδας οξέα. 

Πολλά διαφορετικά φαινόµενα και χαρακτηριστικά συνθέτουν αυτήν την συνεχή 

µετάβαση από την ακινησία στην κίνηση. Ειδικότερα, θα πρέπει να δοθεί ιδιαίτερη 

σηµασία στα εξής: 

� Το φαινόµενο “Stribeck,” 

� Η εξάρτηση του επιπέδου της τριβής αποδέσµευσης από τον ρυθµό 

εφαρµογής της εξωτερικής δύναµης, 

� Η εξάρτηση του επιπέδου της τριβής αποδέσµευσης από τον χρόνο που 

ξοδεύεται στην στατική περιοχή (rising static friction – R.S.F.), 

� Η χρονική καθυστέρηση µεταξύ µιας αλλαγής στην ταχύτητα και της 

αντίστοιχης αλλαγής στην τριβή (τριβώδης µνήµη ή τριβώδης καθυστέρηση). 

 
2.3.1 Το φαινόµενο Stribeck 
Η συνεχής και απότοµη µεταβολή της δύναµης της τριβής δεν κυριαρχεί µόνο κατά την 

φάση της προσκόλλησης, όπου η δύναµη τριβής αυξάνει µέχρι να ξεφύγει το σώµα από 

την στασιµότητα, αλλά και κατά την φάση της ολίσθησης όπου η δύναµη τριβής 

ελαττώνεται απότοµα από την στατική τριβή στην τριβή ολίσθησης (η στατική τριβή είναι 

συνήθως µεγαλύτερη από την τριβή ολίσθησης). Συγκεκριµένα, το φαινόµενο “Stribeck” 

οφείλεται στην είσοδο υγρού λιπαντικού στην ζώνη επαφής, δηλαδή στην µετάβαση από 

την στατική περιοχή στην περιοχή της µερικώς υγρής λίπανσης. 

Με άλλα λόγια, ενώ κατά την διάρκεια της στατικής περιοχής το εφαπτοµενικό στην 

επιφάνεια επαφής φορτίο στηριζόταν στις µικροεξοχές της επιφάνειας (επαφή στερεού µε 

στερεό), ξαφνικά η στήριξη αυτή χάνεται και το φορτίο στηρίζεται µερικώς από ένα 

στρώµα λιπαντικού. Αυτό έχει ως άµεσο αποτέλεσµα την µείωση της δύναµης της τριβής, 

όπως φαίνεται στο Σχ. 2-3. 
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2.3.2 Η εξάρτηση του επιπέδου της τριβής αποδέσµευσης από τον 
ρυθµό εφαρµογής της εξωτερικής δύναµης 
Ο Johannes βρήκε πειραµατικά ότι η δύναµη αποδέσµευσης εξαρτάται από τον ρυθµό 

αύξησης της εξωτερικής δύναµης, βλ. [60]. Η παρατήρηση αυτή επιβεβαιώθηκε από τους 

Richardson–Nolle, βλ. [83]. Μία χαρακτηριστική µεταβολή της δύναµης αποδέσµευσης µε 

τον ρυθµό εφαρµογής της εξωτερικής δύναµης φαίνεται στο Σχ. 2-7. 

 

 

Σχήµα 2-7. Χαρακτηριστική σχέση µεταξύ του ρυθµού εφαρµογής δύναµης και της 
δύναµης αποδέσµευσης. 

 
2.3.3 Η εξάρτηση του επιπέδου της τριβής αποδέσµευσης από τον 
χρόνο που ξοδεύεται στην στατική περιοχή (rising static friction – 
R.S.F.) 
Ο Rabinowicz, βλ. [79], παρατήρησε ότι κατά την S.S. κίνηση το επίπεδο της στατικής 

τριβής εξαρτάται από τον χρόνο που ξοδεύτηκε στην στατική περιοχή. Ειδικότερα, ας 

θεωρηθεί το σύστηµα του Σχ. 2-8(α), το οποίο υπό ορισµένες συνθήκες µπορεί να 

παρουσιάσει κίνηση S.S. Η δύναµη του ελατηρίου (δράση ελέγχου) καταγράφεται κατά 

την διάρκεια της κίνησης και δίνεται στο Σχ. 2-8(β). 

 

 

Σχήµα 2-8. (α) Μηχανή τριβής, (β) η τριβή του ελατηρίου κατά την κίνηση S.S. 
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Κατά την προσκόλληση στο διάστηµα a-b, η δύναµη αυξάνει. Στο σηµείο b η 

δύναµη του ελατηρίου παίρνει την µέγιστη τιµή, που είναι το επίπεδο της δύναµης 

αποδέσµευσης όταν το σύστηµα βρισκόταν σε ακινησία για αρκετά µεγάλο χρονικό 

διάστηµα, και η ολίσθηση ξεκινά. Στο διάστηµα b-c αναπτύσσεται ολίσθηση. Σε κάποιο 

σηµείο, το σώµα θα σταµατήσει και η δύναµη του ελατηρίου αρχίζει και πάλι να αυξάνεται, 

εισάγοντας µία ευσταθή κίνηση S.S. των σηµείων c-d-e. Το σηµείο d βρίσκεται κάπως 

χαµηλότερα από το b επειδή το σύστηµα βρισκόταν σε ακινησία µόνο κατά το χρονικό 

διάστηµα c-d. 

Παρ’ όλα αυτά, κίνηση µεταβαλλόµενης ταχύτητας δεν παρατηρείται µόνο κατά την 

µετάβαση από την κίνηση στην ακινησία και αντιστρόφως, αλλά και στην περίπτωση 

όπου έχει αποκατασταθεί µία αρκετά µεγάλη ταχύτητα, χωρίς να είναι δυνατή η µετάβαση 

στην ακινησία. Τότε η κίνηση χαρακτηρίζεται από το φαινόµενο της «τριβώδους µνήµης» 

(frictional memory) ή «της τριβώδους καθυστέρησης» (frictional lag). 

 
2.3.4 Τριβώδης µνήµη ή τριβώδης καθυστέρηση (frictional memory or 
frictional lag) 
Το δυναµικό αυτό φαινόµενο εκφράζει την χρονική καθυστέρηση µεταξύ µιας αλλαγής 

στην ταχύτητα και της αντίστοιχης αλλαγής στην δύναµη τριβής, βλ. Σχ. 2-9. Οι Hess-

Soom, βλ. [56], είχαν πραγµατοποιήσει πειράµατα εφαρµόζοντας περιοδική, χρονικά 

µεταβαλλόµενη ταχύτητα, η οποία υπερτίθεται πάνω από µία σταθερή τιµή ταχύτητας έτσι 

ώστε η κίνηση να είναι µιας κατεύθυνσης. Μ’ αυτόν τον τρόπο παρατηρήθηκε το 

φαινόµενο της υστέρησης καθώς η ταχύτητα µεταβάλλεται. Μάλιστα, το µέγεθος του 

βρόχου υστέρησης αυξάνεται µε το κάθετο φορτίο, το ιξώδες και την συχνότητα της 

µεταβολής της ταχύτητας. 

Επιστρέφοντας στην εικόνα της υδροδυναµικής λίπανσης σαν έναν σκιέρ του νερού 

µε µερική δυναµική υποστήριξη, αν φανταστούµε τον σκιέρ να είναι ο µισός πάνω από το 

νερό, το φορτίο του θα είναι µία φθίνουσα συνάρτηση της ταχύτητας. Αν ξαφνικά η βάρκα 

αυξήσει την ταχύτητά της τότε το φορτίο του σκιέρ θα µειωθεί, όµως µερικές φορές θα 

περάσει λίγος χρόνος πριν παρατηρηθεί το νέο φορτίο σταθεράς κατάστασης. Αποδείξεις 

για την ύπαρξη της τριβώδους µνήµης είναι διαθέσιµες από ένα µεγάλο εύρος 

πειραµατικών πηγών, βλ. [56], [79], [82], [85]. 
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Σχήµα 2-9. Το φαινόµενο της τριβώδους µνήµης. 
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3 Μοντέλα τριβής 
 
Τα µοντέλα τριβής που έχουν χρησιµοποιηθεί µέχρι σήµερα διαφέρουν κυρίως ως προς 

τις περιοχές και τα φαινόµενα της τριβής τα οποία µοντελοποιούν. Ειδικότερα, µε βάσει 

αυτό το κριτήριο τα µοντέλα τριβής θα µπορούσαν να διακριθούν σε τρεις διαφορετικές 

κατηγορίες: 

� Κινητικά µοντέλα τριβής (Kinetic Friction Models-K.F.M.) 

� Μοντέλα τριβής χρονικής εξάρτησης (Time-Dependent Friction Models-

T.D.F.M.) 

� Μοντέλα τριβής µεταβλητών κατάστασης (State-Variable Friction Models-

S.V.F.M.) 

 

3.1 Κινητικά µοντέλα τριβής (K.F.M.) 
Τα κινητικά µοντέλα τριβής θα µπορούσαν να ονοµαστούν «στατικά µοντέλα τριβής» ή 

διαφορετικά «µοντέλα τριβής ευσταθούς κατάστασης» διότι µοντελοποιούν την τριβή ως 

συνάρτηση µόνο της σχετικής ταχύτητας των δύο τριβόµενων επιφανειών. Αυτό σηµαίνει 

ότι αγνοούν τα δυναµικά φαινόµενα της τριβής, δηλαδή εκείνα που λαµβάνουν χώρα όταν 

η ταχύτητα είναι µηδέν (στατική περιοχή της τριβής), ή όταν η κίνηση ταλαντεύεται 

συνεχώς ανάµεσα στην προσκόλληση και στην ολίσθηση (stick-slip). 

Το γεγονός αυτό αποτελεί ένα πολύ σηµαντικό µειονέκτηµα των κινητικών µοντέλων 

τριβής έναντι των υπολοίπων δύο κατηγοριών, διότι δεν επιτυγχάνουν την ακριβή 

περιγραφή όλων των φαινοµένων της τριβής. Απ’ την άλλη µεριά, όµως, διακρίνονται για 

την απλότητά τους, ιδιότητα που σε ορισµένες εφαρµογές θα µπορούσε να καταστεί πολύ 

χρήσιµη. 

Ορισµένοι από τους χαρακτηριστικούς εκπροσώπους αυτής της κατηγορίας 

µοντέλων τριβής είναι οι ακόλουθοι: 

� Το κλασσικό µοντέλο τριβής 

� Το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής 

� Το µοντέλο Karnopp 

 

3.1.1 Το κλασσικό µοντέλο τριβής 
Το κλασσικό µοντέλο τριβής, σύµφωνα µε το οποίο η τριβή είναι ανάλογη του κάθετου 

φορτίου, αντιτίθεται στην κίνηση, και είναι ανεξάρτητη της επιφάνειας επαφής, είχε γίνει 
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αντιληπτό από τον Leonardo Da Vinci, βλ. [42], στα τέλη του 15ου και στις αρχές του 16ου 

αιώνα, άλλα παρέµενε κρυµµένο στις σηµειώσεις του για αιώνες. Το µοντέλο τριβής του 

Da Vinci επανεξετάστηκε το 1699 από τον Amontons, βλ. [11], και αναπτύχθηκε το 1785 

από τον Coulomb, βλ. [38]. O ισχυρισµός του Amontons ότι η τριβή είναι ανεξάρτητη από 

τη επιφάνεια επαφής (τον δεύτερο νόµο του Da Vinci), αρχικά αντιµετωπίστηκε αρκετά 

επιφυλακτικά, αλλά σύντοµα επιβεβαιώθηκε. Τέλος, το 1866 ο Reynolds, βλ. [81], 

εισήγαγε την εξίσωση της ιξώδους ροής ρευστού, συµπληρώνοντας έτσι το µοντέλο 

τριβής που είναι το πιο συχνά χρησιµοποιούµενο στην µηχανική, Σχ. 3-1. 

 

 

Σχήµα 3-1. Μοντέλο τριβής: Coulomb+ιξώδης τριβή. 

 
Το κλασσικό µοντέλο τριβής, Coulomb+ιξώδης τριβή, περιγράφεται από την 

ακόλουθη εξίσωση: 

 ( )sgnf cF F bυ υ= ⋅ + ⋅  (3-1) 

µε: ( )
1, 0

sgn 0, 0
1, 0

υ
υ αν υ

υ

+ ∀ >
= =
− ∀ <

 (3-2) 

όπου: 

cF    η τριβή Coulomb, που είναι ανάλογη της κάθετης δύναµης, NF , π.χ. c NF Fµ= ⋅ , 

όπου µ  ο συντελεστής τριβής ολίσθησης, 

b   ο συντελεστής ιξώδους τριβής, 

υ   η σχετική ταχύτητα µεταξύ δύο τριβόµενων επιφανειών. 

 
Η σηµασία της συνάρτησης sgn είναι ο διαχωρισµός των τριών διαφορετικών 

µοντέλων που αντιστοιχούν στην αρνητική ταχύτητα, στην µηδενική ταχύτητα και στην 

θετική ταχύτητα. 
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Καλύτερη εφαρµογή στα πειραµατικά δεδοµένα µπορεί συχνά να επιτευχθεί από µία 

γραµµική εξάρτηση της ταχύτητας, για παράδειγµα: 

 ( )sgnfF b υδυ υ= ⋅ ⋅  (3-3) 

όπου υδ  µία παράµετρος που εξαρτάται από την γεωµετρία της εφαρµογής, βλ. [12], [90]. 

Είναι φανερό, όµως, ότι η τριβή κατά τη ακινησία δεν µπορεί να περιγραφεί ως 

συνάρτηση µόνο της ταχύτητας. Το 1833 ο Morin, βλ. [71], ήταν εκείνος που εισήγαγε την 

ιδέα της στατικής τριβής, δηλαδή της δύναµης της τριβής πριν το κινούµενο σώµα εισέλθει 

στην περιοχή της ολίσθησης. Όπως είναι γνωστό η στατική τριβή αντιδρά στις εξωτερικές 

δυνάµεις, κάτω από ένα συγκεκριµένο επίπεδο, και έτσι διατηρεί ένα σώµα µακριά από 

την κίνηση. Με αυτόν τον τρόπο συµπληρώθηκε το κλασσικό µοντέλο τριβής, που 

αποτελείται από την στατική+Coulomb+ιξώδης τριβή , βλ. [71], [81]. 

Σύµφωνα µ’ αυτό, η τριβή κατά την ακινησία µπορεί να µοντελοποιηθεί σαν 

συνάρτηση της εξωτερικής δύναµης, σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 
( )

, , 0

sgn , , 0
e e s

stick
s e e s

F F F
F

F F F F

αν υ

αν υ

 < == 
⋅ > =

 (3-4) 

όπου: 

stickF   η δύναµη τριβής κατά την προσκόλληση, που περιγράφεται µε τον γενικότερο όρο 

«στατική τριβή», 

sF   η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής ή η δύναµη αποδέσµευσης (break-away force), 

eF   η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων. 

 
Εποµένως, ο παραδοσιακός τρόπος έκφρασης της τριβής σε ένα δοµικό διάγραµµα 

µε είσοδο την ταχύτητα και έξοδο την δύναµη δεν είναι απολύτως σωστός. Η στατική 

τριβή πρέπει να εκφραστεί σαν µια πολυµεταβλητή συνάρτηση η οποία µπορεί να πάρει 

µια οποιαδήποτε τιµή µεταξύ των δύο ακραίων τιµών sF , sF− . 

Τα προηγουµένως αναφερθέντα κλασσικά συστατικά της τριβής µπορούν να 

συνδυαστούν µε διαφορετικούς τρόπους, βλ. Σχ. 3-2, και οποιοσδήποτε τέτοιος 

συνδυασµός αναφέρεται ως κλασσικό µοντέλο τριβής. Αυτά τα µοντέλα έχουν συστατικά 

τα οποία είναι είτε γραµµικά µε την ταχύτητα είτε σταθερά. 
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Σχήµα 3-2. Μοντέλο τριβής: στατική+Coulomb+ιξώδης τριβή. 

 
3.1.2 Το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής 
Ο Stribeck, βλ. [91], παρατήρησε ότι η δύναµη τριβής δεν µειώνεται ασυνεχώς, όπως 

φαίνεται στο Σχ. 3-2, αλλά ότι η εξάρτηση από την ταχύτητα είναι συνεχής. Η καµπύλη της 

συνεχούς µεταβολής της τριβής ως προς την ταχύτητα ονοµάζεται τριβή Stribeck και 

γενικά περιγράφεται από την εξίσωση: 

 

( )

( )

, 0

, 0,

sgn , 0, 0,

f

f e e s

s e e s

F

F F F F

F F F F

υ αν υ

αν υ

αν υ υ

≠


= = <
 ⋅ = = >

 (3-5) 

η οποία ισοδύναµα µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )1 sgn ,f f e sF F sat F Fυ υ = + − ⋅   (3-6) 

µε: ( )








−<−
≤≤−

>
=

MxM
MxMx

MxM
Mxsat

αν
αν
αν

,
,
,

,  (3-8) 

Η συνάρτηση ( )fF υ  αποτελείται από δύο κοµµάτια, ανάλογα µε το αν η ταχύτητα είναι 

θετική ή αρνητική, και µπορεί να έχει την µορφή που εµφανίζεται στο Σχ. 3-3: 
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Σχήµα 3-3. Γενικό κινητικό µοντέλο τριβής. 

 
Ένας αριθµός παραµετροποιήσεων της ( )fF υ  έχει προταθεί, βλ. [13]. Μία συνήθης 

µορφή της µη γραµµικότητας, είναι: 

 ( ) ( ) ( )expf c s c strF F F F bυδυ υ υ υ= + − − +  (3-9) 

όπου strυ  είναι η ταχύτητα Stribeck, ενώ µία γενικότερη µορφή θα µπορούσε να είναι η 

εξής, βλ. [7]: 

 ( ) ( ) ( )0 sgnfF b gυ υ σ υ υ= +  (3-10) 

µε: ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0 exp 1 exps str c strg F Fσ υ υ υ υ υ= − + − −  (3-11) 

 
3.1.3 Το µοντέλο Karnopp 
Το βασικό µειονέκτηµα των κινητικών µοντέλων τριβής όταν χρησιµοποιούνται σε 

περιπτώσεις προσοµοιώσεων και ελέγχου, είναι το πρόβληµα του εντοπισµού της 

µηδενικής ταχύτητας, γεγονός που τους στερεί την αξιοπιστία στην περιοχή αυτή 

λειτουργίας. 

Μία λύση στο πρόβληµα αυτό βρέθηκε από τον Karnopp, βλ. [61]. Ανέπτυξε ένα 

µοντέλο προκειµένου να υπερκεράσει τα προβλήµατα εντοπισµού της µηδενικής 

ταχύτητας και της αποφυγής της µετάβασης µεταξύ διαφορετικών εξισώσεων κατάστασης 

για την προσκόλληση και την ολίσθηση. Το µοντέλο καθορίζει ένα διάστηµα στο οποίο η 

ταχύτητα µπορεί να θεωρηθεί µηδέν: V∆<υ . Για ταχύτητες µέσα σ’ αυτό το διάστηµα η 

εσωτερική κατάσταση του συστήµατος (η ταχύτητα) µπορεί να αλλάζει και να µην είναι 

µηδέν, αλλά η έξοδος του συστήµατος διατηρείται στο µηδέν το οποίο µπορεί να 

επιτευχθεί µε ένα στοιχείο νεκρής ζώνης (dead-zone). Η δύναµη τριβής, εξαρτώµενη ή όχι 

απ’ το αν V∆<υ , είναι είτε µία κορεσµένη έκδοση της εξωτερικής δύναµης είτε µία 

αυθαίρετη στατική συνάρτηση της ταχύτητας. 
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Ειδικότερα, για να υλοποιήσει την ιδέα του, ο Karnopp, χρησιµοποίησε το δοµικό 

διάγραµµα που φαίνεται στο σχήµα: 

 

 

Σχήµα 3-4. Το µοντέλο Karnopp ενός συστήµατος 2ης τάξης. 

 
όπου: 

M    η µάζα του κινούµενου σώµατος, 

slipF  η δύναµη τριβής κατά την ολίσθηση, 

stickF  η δύναµη τριβής κατά την προσκόλληση. 

 
Σύµφωνα µε το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 3-4 όταν η ταχύτητα είναι µεταξύ ενός 

µικρού εύρους V∆<υ  το σύστηµα κολλάει, και ενώ είναι προσκολληµένο η δύναµη 

τριβής ακυρώνει την δύναµη οδήγησης του συστήµατος. Όταν η δύναµη οδήγησης 

ξεπεράσει την δύναµη αποδέσµευσης (που είναι ίση µε την µέγιστη στατική τριβή) το 

σώµα επιταχύνει, και µετά από σύντοµο χρόνο το µέγεθος της σχετικής ταχύτητας θα 

ξεπεράσει το όριο DV  και το µοντέλο θα µεταπηδήσει από την προσκόλληση στην 

ολίσθηση. Εκείνη την στιγµή το φορτίο τριβής καθορίζεται από την αυθαίρετα 

καθορισµένη από τον χρήστη συνάρτηση στο “block 1” του Σχ. 3-4. 

Ωστόσο, αν και η προσέγγιση του Karnopp είχε την απαραίτητη πιστότητα, είναι 

δύσκολο να ενσωµατωθεί σε ένα µοντέλο προσοµοίωσης επειδή απαιτεί την παραγωγή 

διαφορετικών συνόλων εξισώσεων για όλες τις πιθανές συνθήκες ολίσθησης και 
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προσκόλλησης και τον συνδυασµό των εξισώσεων αυτών σε ένα δοµικό διάγραµµα µε 

τέτοιο τρόπο ώστε ένα µόνο τµήµα των εξισώσεων να είναι ενεργό κάθε στιγµή. 

Εποµένως, µε την προσέγγιση του Karnopp η πολυπλοκότητα του µοντέλου τριβής 

αυξάνει καθώς αυξάνει η πολυπλοκότητα του δυναµικού συστήµατος. 

Για το σύστηµα της µιας µάζας υπάρχουν µόνο δύο σύνολα εξισώσεων, ένα για την 

ολίσθηση της µάζας και ένα για την προσκόλληση. Για ένα πιο σύνθετο µοντέλο δύο 

µαζών µε την µία µάζα να ολισθαίνει πάνω στην άλλη και µε την τελευταία να ολισθαίνει 

πάνω στο δάπεδο, υπάρχουν τέσσερα τµήµατα εξισώσεων. Στην περίπτωση ενός 

συστήµατος τριών σωµάτων µπορεί να υπάρχουν πάνω από 8 σύνολα εξισώσεων. Ο 

αριθµός αυτός των συνόλων των εξισώσεων εξαρτάται από τις λεπτοµέρειες της κάθε 

εφαρµογής ξεχωριστά. Γενικά, η πολυπλοκότητα του µοντέλου τριβής εξαρτάται από την 

πολυπλοκότητα του συστήµατος. 

 

3.2 Μοντέλα τριβής µε χρονική εξάρτηση (T.D.F.M.) 
Στην κατηγορία των µοντέλων τριβής µε χρονική εξάρτηση κατατάσσονται όσα 

ενσωµατώνουν ορισµένα από τα χαρακτηριστικά της κίνησης µε µεταβαλλόµενη 

ταχύτητα, βλ. Παρ. 2-3. Ειδικότερα, σ’ αυτήν την κατηγορία ανήκουν τα κάτωθι µοντέλα: 

� Το µοντέλο τριβής των Hess-Soom (Hess-Soom Model-H.S.M.) 

� Το µοντέλο τριβής του Armstrong ή µοντέλο των επτά παραµέτρων (Seven 

Parameter Model-S.P.M.) 

 
3.2.1 To µοντέλο των Hess-Soom (H.S.M.) 
Το H.S.M., βλ. [56], αποτελεί ένα µοντέλο χρονικής εξάρτησης, διότι προσπαθεί να 

µοντελοποιήσει το φαινόµενο της τριβώδους µνήµης. Συγκεκριµένα, οι Hess-Soom 

κατέγραψαν την ανάδραση της δύναµης της τριβής σε µία γραµµή λιπαινόµενης επαφής, 

όταν επιβαλλόταν είσοδος ταλαντωτικής ταχύτητας σταθερού πρόσηµου, 

χρησιµοποιώντας έλεγχο κλειστού βρόχου. Βρήκαν ότι καθώς η συχνότητα της 

ταλάντωσης αυξάνεται, τότε η καµπύλη τριβής-ταχύτητας γινόταν ένας κλειστός βρόχος 

γύρω από την καµπύλη τριβής ευσταθούς κατάστασης. 

Η συµπεριφορά αυτή µοντελοποιήθηκε εισάγοντας µια απλή καθυστέρηση χρόνου 

στην εξίσωση ευσταθούς κατάστασης, δηλαδή: 

 1
0 2

2

( ) ( ) , 0
1 ( )f

cF t c t a
c t a

υ υ
υ

= − + >
+ −

 (3-12) 

όπου: 

α      η χρονική καθυστέρηση, 
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0 1 2, ,c c c  θετικές σταθερές. 

 
3.2.2 Το µοντέλο των επτά παραµέτρων (S.P.M.) 
Αυτό το εµπειρικά υποκινούµενο µοντέλο τριβής S.P.M., βλ. [15], διατηρεί τα 

χαρακτηριστικά του κλασσικού µοντέλου, στο οποίο, όµως, έχουν προστεθεί τα 

χαρακτηριστικά της κίνησης µε µεταβαλλόµενη ταχύτητα (φαινόµενο Stribeck, η µεταβολή 

της δύναµης αποδέσµευσης µε τον χρόνο παραµονής στην στατική περιοχή και η 

τριβώδης µνήµη). Ακόµη µοντελοποιείται και η περιοχή της προ-ολίσθησης µετατόπισης 

στην οποία η δύναµη τριβής λαµβάνεται ανάλογη της προ-ολίσθησης µετατόπισης. 

Συγκεκριµένα το µοντέλο των επτά παραµέτρων περιγράφεται από τις εξισώσεις: 

� Περιοχή της προ-ολίσθησης µετατόπισης: 

 ( )f tF x K x= −  (3-13) 

� Ολίσθηση (Coulomb+ιξώδης τριβή+καµπύλη Stribeck µε τριβώδη µνήµη): 

 ( ) ( )
( )

( )2
1, , sgn

1
f c str r

L

str

F t F b F t
t

υ υ γ υ
υ τ

υ

 
 
 = − + + 

−  +     

 (3-14) 

� Μεταβολή της προ-ολίσθησης µετατόπισης µε τον χρόνο παραµονής στην 

στατική περιοχή (R.S.F.): 

 ( ) ( ), , ,, r
str r str a str str a

r

tF t F F F
t

γ
γ∞= + −

+
 (3-15) 

όπου: 

strF   η τριβή Stribeck, που δίνεται από την εξίσωση str s cF F F= −  

,str aF   η τριβή Stribeck στο τέλος της προηγούµενης περιόδου ολίσθησης, 

,strF ∞   η τριβή Stribeck µετά από µία µεγάλη περίοδο ακινησίας, 

tK   ο συντελεστής εφαπτοµενικής δυσκαµψίας της στατικής επαφής, 

Lτ    η σταθερά χρόνου της τριβώδους µνήµης, 

γ   ο χαρακτηριστικός χρόνος του φαινοµένου R.S.F., 

rt    ο χρόνος στον οποίο το σώµα είναι ακινητοποιηµένο, 
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Αν και τα µεγέθη των επτά παραµέτρων τριβής ( ,, , , , , ,c str t LF b F K υ τ γ∞ ) 

εξαρτώνται από την εφαρµογή και την λίπανση, µπορούν να δοθούν τυπικές τιµές. Στον 

Πίν. 3-1 δίνονται προσεγγιστικά εύροι γι’ αυτές, όπως προέκυψαν στα [13], [51], [57], [58], 

[62], [77]. Τα µεγέθη της δύναµης τριβής, cF , b  και ,strF ∞  εκφράζονται σαν συνάρτηση 

της κάθετης δύναµης. 

 
Πίνακας 3-1. Προσεγγιστικά εύροι τιµών για τις παραµέτρους του µοντέλου τριβής των 
επτά παραµέτρων. 

 Εύρος τιµών παραµέτρων Οι παράµετροι εξαρτώνται κυρίως από: 

cF  0.001 – 0.1 NF  Ιξώδες λιπαντικού, γεωµετρία επαφής και 
φόρτιση 

b  0 – πολύ µεγάλο Ιξώδες λιπαντικού, γεωµετρία επαφής και 
φόρτιση 

,strF ∞  0 – 0.1 NF  “Boundary lubrication”, cF  

tK  ( )1
str c

x

F F+
∆

 

x∆ ≅ 1 – 50[µm] 

Ιδιότητες του υλικού και το φινίρισµα της 
επιφάνειας 

υ  0.00001 – 0.1[m/sec] “Boundary lubrication”, ιξώδες του λιπαντικού, 

Ιδιότητες του υλικού και το φινίρισµα της 
επιφάνειας, 

Γεωµετρία επαφής και φόρτιση 

Lτ  1 – 50[msec] Ιξώδες λιπαντικού, γεωµετρία επαφής και 
φόρτιση 

γ  0 – 206[sec] “Boundary lubrication” 

 
όπου x∆  είναι η παραµόρφωση κατά την προσκόλληση. 

Κάθε µια από τις επτά παραµέτρους του µοντέλου εκφράζει ένα διαφορετικό 

φαινόµενο τριβής. Οι επτά γραµµές του Πίν. 3-2 δείχνουν την επίδραση των φαινοµένων 

αυτών στην συµπεριφορά της ολίσθησης. 

 
Πίνακας 3-2. ∆υνατότητες του µοντέλου των επτά παραµέτρων. 

Μοντέλο τριβής Προβλεπόµενη/παρατηρούµενη 
συµπεριφορά 

Ιξώδης Ευστάθεια σε όλες τις ταχύτητες και στις 
έ
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αντιστροφές της. 

Τριβή Coulomb ∆εν εµφανίζει S.S. για PD έλεγχο, ούτε το 
φαινόµενο “hunting” για PID έλεγχο. 

Στατική+Coulomb+Ιξώδης Προβλέπει S.S. για συγκεκριµένες αρχικές 
συνθήκες µε PD έλεγχο. 

Προβλέπει το φαινόµενο “hunting” στον PID 
έλεγχο. 

Καµπύλη “Stribeck” Απαιτείται για να προβλέπει ακριβώς τις 
αρχικές συνθήκες που οδηγούν σε S.S. 

Πτώση στατικής τριβής (R.S.F.) Απαιτείται για να προβλέπει ακριβώς την 
αλληλεπίδραση της ταχύτητας µε το πλάτος 
του S.S. 

Τριβώδης µνήµη Απαιτείται για να προβλέπει ακριβώς την 
αλληλεπίδραση της δυσκαµψίας µε το 
πλάτος του S.S.  

Προ-ολίσθησης µετατόπιση Απαιτείται για να προβλέπει ακριβώς τις 
µικρές µετατοπίσεις κατά την προσκόλληση 
(περιλαµβάνει αντιστροφές της ταχύτητας). 

 
Εναλλακτικά, ο προηγούµενος πίνακας µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επιλογή 

ενός µοντέλου τριβής βασισµένο στις πειραµατικές παρατηρήσεις. 

 

3.3 Μοντέλα τριβής µεταβλητών κατάστασης (S.V.F.M.) 
Τα K.F.M. και τα T.D.F.M. µοντέλα τριβής, τα οποία αναλύθηκαν στις παραγράφους (3.1, 

3.2), ενσωµατώνουν κατά κύριο λόγο τα παρατηρούµενα αποτελέσµατα της τριβής, ενώ 

δεν λαµβάνουν υπόψη τον φυσικό µηχανισµό που επέφερε αυτά τα χαρακτηριστικά. Με 

άλλα λόγια, στα µοντέλα τριβής που αναφέρθηκαν µέχρι τώρα, δεν µοντελοποιείται η 

δυναµική του φυσικού φαινοµένου, πράγµα το οποίο γίνεται στα µοντέλα τριβής 

µεταβλητών κατάστασης (S.V.F.M.). 

Τα S.V.F.M. αναπτύχθηκαν από την κοινότητα της µηχανικής των τεκτονικών 

πλακών, βλ. [45], [52], [68], [75], [82], [84]. Ενδιαφέρον για την τριβή των πλακών πηγάζει 

από την υπόθεση ότι οι σεισµοί είναι φαινόµενα κίνησης S.S. Ενώ τα µοντέλα αυτά έχουν 

αναπτυχθεί για πειράµατα για την τριβή σε πλάκες, οι ιδιότητές τους έχουν πρόσφατα 

παρατηρηθεί για ένα εύρος υλικών, βλ. [45], [48]. Σ’ αυτά περιλαµβάνονται ο 

λιπαινόµενος χάλυβας, το teflon πάνω σε χάλυβα, γυαλί, πλαστικό και ξύλο. Μέχρι 

σήµερα, αυτά τα πειράµατα έχουν περιοριστεί σε ταχύτητες στην περιοχή της οριακής 

λίπανσης (boundary lubrication). 

Στην κατηγορία των µοντέλων S.V.F.M., ή διαφορετικά των µοντέλων εσωτερικών 

καταστάσεων, κατατάσσονται όσα ενσωµατώνουν µία εξάρτηση από την ιστορία της 
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µετατόπισης. Για σταθερές κάθετες πιέσεις, το γενικό µοντέλο το οποίο περιλαµβάνει τις 

n  µεταβλητές κατάστασης, iθ  , δίνεται από: 

 
( ) ( )

( )
1 2

1 2

, , ,...,

, , ,...,
f n

i i n

F t f

g

υ θ θ θ

θ υ θ θ θ

=

=
 (3-16) 

Αυτή η µορφή υπαινίσσεται ότι µία ξαφνική αλλαγή στην ταχύτητα δεν µπορεί να παράγει 

µία ξαφνική αλλαγή στην κατάσταση, θ , αλλά επηρεάζει την χρονική της παράγωγο. 

Έτσι, το φαινόµενο κατά το οποίο µία ξαφνική αλλαγή στην ταχύτητα καταλήγει σε µία 

στιγµιαία αλλαγή στην δύναµη τριβής, στην ίδια κατεύθυνση (φαινόµενο της στιγµιαίας 

ταχύτητας), λαµβάνει χώρα µε σταθερή κατάσταση. Η εξέλιξη των µεταβλητών 

κατάστασης ως απάντηση στις αλλαγές της ταχύτητας, µαζί µε το φαινόµενο της 

στιγµιαίας ταχύτητας, συνθέτουν την δυναµική συµπεριφορά. 

Οι µεταβλητές κατάστασης µπορεί να έχουν φυσική υπόσταση. Για παράδειγµα, 

έστω ένα µοντέλο ξηράς τριβής όπου η τάση της τριβής εξαρτάται από τη διατµητική τάση 

των µικρών προεξοχών της επιφάνειας. Για ένα σταθερό κάθετο φορτίο και µία 

µονοδιάστατη µεταβλητή κατάστασης, η µεταβλητή κατάστασης θα µπορούσε να είναι ο 

µέσος χρόνος ζωής των προεξοχών της επιφάνειας. Πρόσφατα, αυτά τα µοντέλα 

βελτιώθηκαν ώστε να περιλαµβάνουν την εξάρτηση και από το κάθετο φορτίο, βλ. [68]. 

Στην κατηγορία των µοντέλων S.V.F.M. ανήκει ένας µεγάλος αριθµός µοντέλων, 

τα οποία διαφέρουν κυρίως ως προς τον τρόπο µοντελοποίησης των µικρών 

µετατοπίσεων στην περιοχή της προ-ολίσθησης µετατόπισης. Εξάλλου, σ’ αυτήν την 

περιοχή λειτουργίας ο µηχανισµός δηµιουργίας της τριβής παίζει σηµαντικό ρόλο, όσον 

αφορά την σχετική µετατόπιση των δύο τριβόµενων επιφανειών, σε αντίθεση µε την 

περιοχή ολίσθησης στην οποία επικρατεί ο µηχανισµός της υδροδυναµικής λίπανσης. Για 

παράδειγµα, στην κατηγορία των S.V.F.M. ανήκουν µοντέλα τα οποία ενσωµατώνουν την 

περιοχή της προ-ολίσθησης µετατόπισης µε την µορφή ενός µη-γραµµικού ελατηρίου. 

Ενδεικτικά, σ’ αυτήν την κατηγορία ανήκουν τα µοντέλα που περιγράφονται στην 

συνέχεια. 

 
3.3.1 Το µοντέλο του Dahl (D.M.) 
Το µοντέλο (D.M.) αναπτύχθηκε το 1968 από τον Dahl, βλ. [43]. Αφορµή για την 

δηµιουργία του µοντέλου υπήρξε µία σειρά πειραµάτων πάνω στην τριβή σε 

σερβοµηχανισµούς µε ένσφαιρους τριβείς. Γι’ αυτόν τον λόγο στη συνέχεια 

χρησιµοποιήθηκε ευρύτατα για να προσοµοιώνει συστήµατα µε τριβή ένσφαιρων τριβέων. 

Ο Dahl ήταν ο πρώτος ο οποίος µελέτησε συστηµατικά και µοντελοποίησε την προ-

ολίσθησης µετατόπιση εκφράζοντας την καµπύλη δύναµης-µετατόπισης 

χρησιµοποιώντας µια διαφορική εξίσωση. Η διαφορική αυτή εξίσωση έχει ως 
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παραµέτρους τον συντελεστή δυσκαµψίας, tK , και µία σταθερά, i , η οποία καθορίζει το 

σχήµα της καµπύλης δύναµης-µετατόπισης (συνήθως λαµβάνεται ίση µε τη µονάδα). 

Ειδικότερα, η δύναµη τριβής είναι συνάρτηση της µετατόπισης και του πρoσήµου της 

ταχύτητας. Αυτό σηµαίνει ότι η δύναµη τριβής εξαρτάται από την θέση, ενώ συνάµα είναι 

ανεξάρτητη από την ταχύτητα, πράγµα που αποτελεί µια πολύ σηµαντική ιδιότητα του 

µοντέλου. 

Η εξίσωση του D.M. είναι ουσιαστικά η εξίσωση ενός µη γραµµικού ελατηρίου, µε 

γενικότερη µορφή την εξής: 

 ( ) ( )1 sgn sgn 1 sgn
i

f f f
t

c c

dF F F
K

dx F F
υ υ

   
= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅   

   
 (3-17) 

όπου tK  είναι η κλίση της καµπύλης δύναµης-µετατόπισης όταν 0fF = . 

∆εδοµένου ότι η δύναµη τριβής που δίνει η Εξ. (3-17) δεν είναι συνάρτηση της 

ταχύτητας, συνεπάγεται ότι το µοντέλο δεν ενσωµατώνει το φαινόµενο Stribeck το οποίο 

εξαρτάται αποκλειστικά από την ταχύτητα. Συγκεκριµένα, το φαινόµενο Stribeck είναι 

µόνο µεταβατικό, µετά από µία αναστροφή της ταχύτητας, και δεν εµφανίζεται στα 

µόνιµης κατάστασης χαρακτηριστικά της τριβής. Επίσης, από την Εξ. (3-17) φαίνεται ότι 

το D.M. δεν παράγει µία δύναµη στην στατική περιοχή η οποία να ξεπερνά την δύναµη 

ολίσθησης, δηλαδή την τριβή Coulomb. Μπορεί όµως, να τροποποιηθεί ώστε να 

συµβαίνει αυτό αλλάζοντας την τριβή Coulomb, cF , από µία σταθερά σε µία συνάρτηση 

της ταχύτητας, ( )cF υ . 

Ακόµη, αν και µοντελοποιείται η στατική περιοχή, θεωρώντας την δύναµη τριβής 

σαν την δύναµη που προκύπτει από ένα µη γραµµικό ελατήριο, δεν ενσωµατώνει όλα τα 

φαινόµενα τα οποία έχουν παρατηρηθεί ότι λαµβάνουν χώρα σ’ αυτήν την περιοχή. 

Ειδικότερα, δεν λαµβάνονται υπόψη ούτε το φαινόµενο του ερπυσµού και της 

σκλήρυνσης του υλικού, που αφορούν την περιοχής της πλαστικής παραµόρφωσης, βλ. 

Παρ. 2.1.2.2.1, ούτε το φαινόµενο µνήµης της στατικής τριβής, που αφορά την περιοχή 

της παραµόρφωσης του µη γραµµικού ελατηρίου, βλ. Παρ. 2.1.2.2.2, αν και όπως 

αναφέρθηκε προηγουµένως, η εξίσωση του µοντέλου είναι η εξίσωση ενός µη γραµµικού 

ελατηρίου. 

Όσον αφορά το τελευταίο, η διαφορά µεταξύ µοντέλου και πραγµατικότητας 

διαπιστώνεται αν υποτεθεί ότι στην στατική περιοχή της τριβής λαµβάνει χώρα µία 

αντιστροφή της δύναµης. Τότε, από την Εξ. (3-17) φαίνεται ότι η δύναµη τριβής είναι µία 

συνάρτηση της απόστασης µετρούµενης από το σηµείο αντιστροφής της δύναµης και της 

τιµής της δύναµης στο σηµείο της αντιστροφής. Εξαιτίας, όµως, αυτού, το µοντέλο δεν 

παρουσιάζει την ειδική ιδιότητα της µνήµης των σηµείων αντιστροφής. Ακριβέστερα, αν η 
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καµπύλη αντιστραφεί σε ένα σηµείο µε 1fF F= , αυτό το σηµείο δεν θα ξανακαλυφθεί αν η 

καµπύλη δεν αντιστραφεί πάλι στο σηµείο 1fF F= − , και χωρίς να έχουν γίνει άλλες 

αντιστροφές πριν την αντιστροφή αυτή. Αυτό το µειονέκτηµα έχει, επίσης, παρατηρηθεί σε 

µία αριθµητική προσοµοίωση των Obsorne-Rittenhouse, βλ. [72]. Παρατήρησαν, επίσης, 

ότι η κλίση του µοντέλου του Dahl γίνεται επίπεδη τόσο γρήγορα που είναι δύσκολο να 

ταιριάξουν τα πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Εξαιτίας της προηγούµενης παράλειψης του µοντέλου D.M., όσο και των πιο 

πρόσφατων που βασίζονται σ’ αυτό, παρουσιάζεται το φαινόµενο της στιβάδας, που 

σηµαίνει ότι δεν συµπληρώνεται ο βρόχος υστέρησης όταν το κινούµενο σώµα υπόκειται 

σε τυχαίες µικρές δυνάµεις και τυχαίες µικρές δονήσεις, οπότε και καταλήγει σε 

διαφορετικό σηµείο από το σηµείο εκκίνησης. Όµως, το φαινόµενο της στιβάδας δεν 

εµφανίζεται ποτέ στην πραγµατικότητα, διότι, για παράδειγµα, ποτέ τα σώµατα που 

τοποθετούνται σε ένα κεκλιµένο επίπεδο και υπόκειται σε µικρές δονήσεις δεν έρπουν 

συνεχώς προς τα κάτω. Το φαινόµενο της στιβάδας είναι µείζονος σηµασίας όταν πρέπει 

να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο τριβής σε µηχανισµό ανάδρασης δύναµης (haptic 

interfaces), επειδή µικρές δονήσεις πηγάζουν από ακούσιες δονήσεις του χεριού. Λόγω 

αυτού του µειονεκτήµατος έχουν γίνει προσπάθειες τροποποίησης του µοντέλου D.M., βλ. 

[54]. 

 
3.3.2 Το µοντέλο των Bliman-Sorine (B.S.M.) 
Οι Bliman-Sorine ανέπτυξαν το 1991 µια οικογένεια από δυναµικά µοντέλα (B.S.M.) σε 

µία σειρά από άρθρα, βλ. [20], [21], [22], στηριζόµενοι κυρίως στις πειραµατικές 

παρατηρήσεις του Rabinowicz, βλ. [78]. 

Στα µοντέλα B.S.M. το µέγεθος της τριβής εξαρτάται µόνο από το πρόσηµο της 

ταχύτητας και την µεταβλητή διαστήµατος, που καθορίζεται από: 

 ( )
0

t

s dυ τ τ= ∫  (3-18) 

Εποµένως, στα µοντέλα B.S.M., η τριβή είναι συνάρτηση της διαδροµής. ∆εν 

εξαρτάται από το πόσο γρήγορα το σύστηµα κινείται κατά µήκος της διαδροµής. Τα 

µοντέλα εκφράζονται σαν γραµµικά συστήµατα ως προς την µεταβλητή διαστήµατος s . 

 
( )sgns

s

f s

dx A x B
ds
F C x

υ= ⋅ + ⋅

= ⋅
 (3-19) 

Οι Bliman-Sorine δηµιούργησαν µοντέλα διαφορετικής πολυπλοκότητας. Το 

µοντέλο 1ης τάξης δίνεται για: 



3 Μοντέλα τριβής 

55 

 1,,1 1 ==−= C
f

BA
ff εε

 (3-20) 

όπου 1,f fε  σταθερές. 

Το µοντέλο 1ης τάξης µπορεί να γραφτεί ως: 

 1

1

f f f f

f

dF dF dF Fds f
dt ds dt ds f

υ υ υ
ε

 
= ⋅ = ⋅ = − 

 
 (3-21) 

το οποίο είναι ταυτόσηµο µε το µοντέλο του Dahl, για 1
1, , 1c

f

fF f σ α
ε

= = = . Οι 

Bliman-Sorine έδειξαν επίσης ότι, καθώς το fε  πηγαίνει στο µηδέν, το µοντέλο 1ης τάξης 

συµπεριφέρεται σαν ένα κλασσικό µοντέλο µε τριβή Coulomb και στατική τριβή. 

Το µοντέλο 1ης τάξης δεν ενσωµατώνει την περιοχή της στατικής τριβής, ούτε δίνει 

ένα µέγιστο της τριβής σε µία συγκεκριµένη απόσταση αποδέσµευσης όπως είχε 

παρατηρηθεί από τον Rabinowicz. Αυτό, όµως, µπορεί να γίνει µε ένα µοντέλο 2ης τάξης, 

το οποίο προκύπτει αν τεθεί: 

 

1

2

1 0

,
10

f f

f f

f

A B
f

ηε ηε

ε ε

   −   
   = =
   

− −      
   

 και ( )1 1C =  (3-22) 

όπου 1 2f f−  ανταποκρίνεται στην κινητική τριβή που προσεγγίζεται εκθετικά καθώς 

s→∞ . Το προηγούµενο µοντέλο µπορεί να θεωρηθεί σαν µια παράλληλη σύνδεση ενός 

γρήγορου και ενός αργού µοντέλου D.M. Το γρήγορο µοντέλο έχει υψηλότερη τριβή 

µόνιµης κατάστασης απ’ ό,τι το αργό. Η δύναµη τριβής από το αργό µοντέλο στην µόνιµη 

κατάσταση αφαιρείται από την αντίστοιχη δύναµη που δίνει το γρήγορο µοντέλο, οπότε το 

µοντέλο εµφανίζεται να έχει ένα µέγιστο στατικής τριβής. Μ’ αυτόν τον τρόπο 

επιτυγχάνεται η ενσωµάτωση του φαινοµένου Stribeck, το οποίο δεν λαµβάνεται υπόψη 

από το µοντέλο 1ης τάξης. 

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι το φαινόµενο Stribeck του µοντέλου 2ης τάξης, όπως 

ισχυρίζονται οι Bliman-Sorine ότι ενσωµατώνει, δεν είναι το ίδιο που παρατηρήθηκε από 

τον Stribeck, βλ. [91]. Το µιµούµενο από το 2ης τάξης µοντέλο φαινόµενο Stribeck είναι 

παρόν µόνο σε µία συγκεκριµένη απόσταση αφού η κίνηση έχει ξεκινήσει. Αυτό σηµαίνει 

ότι δεν θα εµφανιστεί όταν η κίνηση επιβραδύνεται, όπως γίνεται στο πραγµατικό 

φαινόµενο Stribeck. 
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3.3.3 Τροποποιηµένο µοντέλο του Dahl (M.D.M.) 
Όπως αναφέρθηκε στην ανάλυση του µοντέλου D.M., βλ. Παρ. 3.3.1, ένα από τα βασικά 

του µειονεκτήµατα είναι η µη ενσωµάτωση του φαινοµένου Stribeck στα µόνιµα 

χαρακτηριστικά της τριβής, δηλαδή στην περιοχή ευσταθούς κατάστασης. Μία 

προσπάθεια ώστε το µοντέλο D.M. να συµπεριλάβει το φαινόµενο Stribeck, χωρίς 

ταυτόχρονα να αυξήσει την κατάσταση του συστήµατος, έγινε από τον Canudas et al., βλ. 

[35]. 

Ειδικότερα, στο τροποποιηµένο µοντέλο (M.D.M.) η στατική σχέση µεταξύ της 

δύναµης τριβής και της σχετικής ταχύτητας είναι επιλεγµένη ώστε να περιλαµβάνει την 

τριβή Coulomb, την ιξώδη τριβή και το φαινόµενο Stribeck. Συγχρόνως, όµως, διατηρείται 

ο δυναµικός χαρακτήρας του µοντέλου D.M., µε την σταθερά χρόνου να είναι ανάλογη του 

όρου υ/1 . Το µοντέλο M.D.M. περιγράφεται από το σύνολο των εξισώσεων: 

 

 ( )z z Fε υ υ υ= − +  (3-23) 

 fF z bυ= +  (3-24) 

µε: ( )
2

expc str
str

F F F υυ
υ

   
  = + −      

 (3-25) 

όπου: 

z   η εσωτερική κατάσταση τριβής 

ε    η σταθερά χρόνου. 

Η δύναµη τριβής στην µόνιµη κατάσταση ( ), , 0f ss fF F zυ= =  είναι: 

 ( ) ( )
2

, exp sgnf ss c str
str

F F F bυυ υ υ
υ

   
  = + − +      

 (3-26) 

 
3.3.4 Το µοντέλο του Canudas (C.M.) 
Tο µοντέλο C.M. αναπτύχθηκε από τον Canudas et al., βλ. [35]. Σ’ αυτό, η τριβή κατά την 

προσκόλληση ( stickF ) και η τριβή κατά τη ολίσθηση ( slipF ) µοντελοποιείται ξεχωριστά. 

Συγκεκριµένα, εισάγεται µια µεταβλητή s  που εξαρτάται µόνο από την σχετική ταχύτητα 

και σκοπός της είναι να καθορίσει την περιοχή στην οποία λειτουργεί το σύστηµα 

(προσκόλληση ή ολίσθηση). Η συνολική δύναµη τριβής δίνεται τότε από τον συνδυασµό 

αυτών των δύο συστατικών: 

 ( )1f stick slipF s F sF= − +  (3-27) 
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όπου η µεταβλητή s  χρησιµοποιείται για να ζυγίσει κάθε έναν από τους δύο τύπους 

τριβής. 

Η µεταβλητή s  καθορίζεται από την λύση της δυναµικής εξίσωσης: 

 
2

1 expL
s

s s υτ
υ

   
  = − + − −      

 (3-28) 

όπου η σταθερά χρόνου Lτ  περιλαµβάνεται για να λάβει υπόψη το φαινόµενο της 

τριβώδους µνήµης ή της τριβώδους καθυστέρησης, όπως παρατηρήθηκε από τους Hess-

Soom, βλ. [56]. Η µεταβλητή s  µπορεί να µεταφραστεί ως «µέτρο» της ολίσθησης, που 

έχει µία απολύτως καθορισµένη (σε αντίθεση µε το στοχαστικό B.M. που προτάθηκε από 

τους Haessig-Friedland, βλ. [53]) κατανοµή σε σχέση µε την σχετική ταχύτητα. Για 

παράδειγµα  

1s =  σηµαίνει ολίσθηση, ενώ 0s =  σηµαίνει προσκόλληση. 

Το σηµείο εκκίνησης για την µοντελοποίηση της προσκόλλησης είναι η περιγραφή 

της σαν µια σύνδεση µε ένα ελατήριο, sK , και έναν αποσβεστήρα, sb . Η στατική τριβή, 

όµως, πρέπει να περιορίζεται σε µια µοναδική δύναµη αποδέσµευσης sF . Γι’ αυτόν τον 

λόγο δίνεται από την εξίσωση: 

 ( )( ),stick s s sF sat F K bζ υ= +  (3-29) 

Η µεταβλητή ζ  είναι µια εσωτερική µεταβλητή που αντιπροσωπεύει την σχετική 

µετατόπιση από την θέση όπου συµβαίνει η προσκόλληση. Μοντελοποιείται από την 

εξίσωση: 

 ( ) 11
L

s sζ υ ζ
τ

= − −  (3-30) 

όπου ο δεύτερος όρος χρησιµοποιείται για να µηδενίσει την µεταβλητή ζ  όταν συµβαίνει 

ολίσθηση. 

Η τριβή ολίσθησης, slipF , µοντελοποιείται από την τριβή Coulomb και την ιξώδη 

τριβή ως: 

 ( )sgnslip cF F bυ υ= +  (3-31) 

Να σηµειωθεί ότι η δύναµη τριβής fF , όπως καθορίστηκε στην Εξ. (3-27), είναι µια 

οµαλή καλά καθορισµένη συνάρτηση της ταχύτητας υ , για παράδειγµα: 

 ( )
0

0

lim ,
t

f sF sat K dt
υ

υ α υ
→

 
=  

 
∫  (3-32) 

γι’ αυτό είναι ανάλογη µε την σχετική µετατόπιση (συµπεριφορά ελατηρίου). 
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Τα χαρακτηριστικά µόνιµης κατάστασης αυτού του µοντέλου ( ),f ssF υ , 

περιλαµβάνουν επίσης το φαινόµενο Stribeck, π.χ.: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ),

1
sgn 1 , L

f ss c s s

g
F g F b g sat K b

g
τ υ υ

υ υ υ υ υ α υ
υ

 −
= + + − +  

 
 (3-33) 

µε: ( )





















−−=

2

exp1
str

g
υ
υυ  (3-34) 

 
3.3.5 Το “bristle model” (B.M.) 
Το B.M., που αναπτύχθηκε από τους Haessig-Friedland, αποτελεί µία προσπάθεια να 

αναπαραχθεί το φυσικό φαινόµενο της αλληλεπίδρασης των προεξοχών των δύο 

τριβόµενων επιφανειών µε έναν τρόπο κατάλληλο για προσοµοίωση σε υπολογιστή, βλ. 

[53]. Ειδικότερα, το φυσικό παράδειγµα στο οποίο στηρίχτηκε η ανάπτυξη του B.M. είναι 

ένα ζευγάρι από αντικρινές επιφάνειες µε τριχίδια τα οποία προεκτείνονται από την κάθε 

µία, σύµφωνα µε το σχήµα: 

 

 

Σχήµα 3-5. “Bristle model”, (α) Ν τυχαία τοποθετηµένοι δεσµοί τριχιδίων, (β) ένας 
µοναδικός δεσµός. 

 
Η απόσταση µεταξύ των τριχιδίων σε κάθε επιφάνεια είναι µία τυχαία µεταβλητή η 

οποία έχει στατιστικές ιδιότητες συνεπείς µε µακροσκοπικά χαρακτηριστικά της τριβής. Η 

τριβή µεταξύ των δύο επιφανειών θεωρείται ότι προκαλείται από ένα µεγάλο αριθµό 

τριχιδίων (που αντιπροσωπεύουν, για παράδειγµα, τις µοριακές δυνάµεις), κάθε ένα από 

τα οποία συµβάλει, κατά ένα ποσοστό, στο συνολικό φορτίο της τριβής. Το φορτίο που 

συνεισφέρεται από το κάθε τριχίδιο θεωρείται ότι είναι ανάλογο της καταπόνησης του 

τριχιδίου. 
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Ο αριθµός των φυσικών δεσµών που υπάρχουν µεταξύ δύο πραγµατικών 

τριβόµενων επιφανειών είναι πιθανώς πολύ µεγάλος. Ωστόσο, αυτό δεν σηµαίνει ότι κάθε 

ένας από τους δεσµούς θα αντιπροσωπεύεται άµεσα στο µοντέλο. Οι Haessig-Friedland 

βρήκαν ότι ένας σχετικά µικρός αριθµός (π.χ. µικρότερος από 50) ξεχωριστών τριχιδίων 

µπορεί να είναι αρκετός για να αντιπροσωπεύσει το αποτέλεσµα του φαινοµένου των 

δεσµών. Αυτό επιτυγχάνεται αντικαθιστώντας τους δεσµούς που υπάρχουν στην 

πραγµατικότητα σε ένα ποσοστό της συνολικής επιφάνειας από έναν θεωρητικό δεσµό. 

Κάθε δεσµός αντιπροσωπεύει µία αλληλεπίδραση µεταξύ των άµαζων και 

ελαστικών τριχιδίων που είναι προσαρτηµένα στην κάτω επιφάνεια µε τα άκαµπτα 

τριχίδια που είναι προσαρτηµένα στην πάνω επιφάνεια, βλ. Σχ. 3-5. Τα άκαµπτα τριχίδια 

συνδέονται µε τα ελαστικά τριχίδια, όταν καταλαµβάνουν την ίδια θέση ib . Το ευλύγιστο 

τριχίδιο τότε εκτρέπεται από το άκαµπτο τριχίδιο σε µία νέα θέση, ix , και εφαρµόζει στο 

κινούµενο σώµα το φορτίο, ( )b i iK x b− ⋅ − . Όταν η εκτροπή φτάνει το σηµείο θλάσης sδ  ο 

δεσµός σπάει. Τότε ένας νέος δεσµός δηµιουργείται µεταξύ του ίδιου άκαµπτου τριχιδίου 

και ενός νέου ευλύγιστου τριχιδίου σε µία διαφορετική θέση. 

Η θέση του νέου ευλύγιστου τριχιδίου σχετικά µε το προηγούµενο θεωρείται ότι είναι 

τυχαία, δεδοµένου ότι κάθε τριχίδιο αντιπροσωπεύει χιλιάδες δεσµούς. Οι θέσεις των 

δεσµών επηρεάζονται πιθανώς από τα χαρακτηριστικά των επιφανειών σε επαφή, π.χ. 

την µοριακή δοµή, την οµαλότητα της επιφάνειας, κτλ. Θεωρώντας ότι οι νέες θέσεις των 

δεσµών καθορίζονται σε σχέση µε τις προηγούµενες θέσεις τους, επιτρέπεται να 

υπολογιστούν άµεσα (on-line) οι νέες θέσεις του δεσµού κατά την διάρκεια µιας 

προσοµοίωσης. 

Οι νέες θέσεις του τριχιδίου καθορίζονται σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 ( ) ( )sgni i ib b uniform δ= + ∆  (3-35) 

όπου i i ix bδ = −  η παραµόρφωση του τριχιδίου i . Η απόσταση µεταξύ των τριχιδίων 

είναι τυχαία µεταβλητή οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα από 0  έως ∆ . Τα νέα 

τριχίδια τοποθετούνται στην κατεύθυνση όπου τείνει να µειώσει την καταπόνηση του 

δεσµού. Με βάσει την λογική αυτή µπορεί να δηµιουργηθεί ένας αλγόριθµος προκειµένου 

να υπολογιστεί η δύναµη τριβής µε την βοήθεια ενός υπολογιστή. 

Το µοντέλο B.M. σχεδιάστηκε για ακρίβεια, χωρίς να δοθεί σηµασία στην 

χρησιµοποίηση του υπολογιστικού χρόνου. Εξαιτίας των µικρών αποστάσεων µεταξύ των 

τριχιδίων και των ασυνεχειών λόγω των θλάσεων των τριχιδίων, το µοντέλο µπορεί να 

είναι αναποτελεσµατικό, αναγκάζοντας τον αλγόριθµο ολοκλήρωσης να παίρνει 

υπερβολικά µικρά χρονικά βήµατα. Επίσης, αν ο αλγόριθµος ολοκλήρωσης χρησιµοποιεί 

ένα χρονικό βήµα το οποίο περικλείει την θλάση ενός τριχιδίου, τότε το σπασµένο τριχίδιο 
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πρέπει να επαναπροσκολληθεί. Αυτό περιπλέκει ουσιωδώς τις υπορουτίνες του µοντέλου 

δαπανώντας ακόµα περισσότερο υπολογιστικό χρόνο. Εξαιτίας των περιορισµών αυτών, 

το µοντέλο θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µόνο για προσοµοιώσεις που απαιτούν 

υψηλή ακρίβεια. 

 
3.3.6 Το “reset integrator model” (R.I.M.) 
Το µοντέλο R.I.M., που αναπτύχθηκε από τους Haessig-Friedland, βλ. [53], σκοπό έχει να 

υπερκεράσει το πρόβληµα των πολλαπλών συνόλων διαφορετικών εξισώσεων της 

προσέγγισης Karnopp, βλ. Παρ. 3.1.3. Το µοντέλο R.I.M. ονοµάζεται έτσι διότι απαιτεί την 

χρήση ενός βοηθητικού ολοκληρωτή για να αναπαριστά την περιοχή της στατικής τριβής. 

Αν και στην προσοµοίωση το R.I.M. εµφανίζεται να παρουσιάζει συµπεριφορά ανάλογη 

µε εκείνη του µοντέλου Karnopp, η εφαρµογή του είναι τελείως ανεξάρτητη από το 

σύστηµα. Με άλλα λόγια η µορφή και η πολυπλοκότητα του µοντέλου δεν εξαρτάται από 

το σύστηµα και δεν απαιτεί την επαναπαραγωγή του µοντέλου τριβής για κάθε νέα 

εφαρµογή. 

Το R.Ι.Μ., όπως και το B.M., αντιπροσωπεύουν µε µεγάλη ακρίβεια το φαινόµενο 

του δεσµού που λαµβάνει χώρα κατά την φάση της προσκόλλησης στην κίνηση S.S. Αυτό 

επιτυγχάνεται εκφράζοντας την δύναµη τριβής κατά την φάση της προσκόλλησης σαν 

συνάρτηση της θέσης, χωρίς να χρησιµοποιούνται τριχίδια. Αντίθετα, δηµιουργείται 

εσωτερικά µία µονοδιάστατη µεταβλητή θέσης, βλ. Σχ. 3-6. 

 

 

Σχήµα 3-6. “Reset integrator friction model”. 
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Σχήµα 3-7. “Reset integrator model” κατά την διάρκεια της (α) προσκόλλησης, και (β) 
ολίσθησης. 

 
Η είσοδος στο µοντέλο είναι η σχετική ταχύτητα µεταξύ των επιφανειών σε επαφή, 

υ . Αυτή η είσοδος συγκρίνεται µε την έξοδο από ένα µη γραµµικό “block” που έχει την 

δυνατότητα απόρριψης της εισόδου στον ολοκληρωτή κάτω από συγκεκριµένες 

συνθήκες. Η είσοδος του ολοκληρωτή, p , καθορίζεται ως εξής: 
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 (3-36) 

Η µεταβλητή θέσης p  πολλαπλασιάζεται µε τον συντελεστή της σχετικής ελαστικής 

παραµόρφωσης, rK , για να καθορίσουν µέρος του φορτίου τριβής fF . Στο µοντέλο 

R.I.M., όπως και στο B.M. η δύναµη τριβής στη στατική περιοχή είναι µία συνάρτηση της 

καταπόνησης του δεσµού, µόνο που σ’ αυτήν την περίπτωση ο δεσµός είναι ανεξάρτητος. 

Ένα επιπλέον φορτίο, p rp Kα , προστίθεται για να δηµιουργηθούν τα µεγαλύτερα φορτία 

που εµφανίζονται κατά την προσκόλληση, π.χ., όταν 0p p< . Η έξοδος του µη γραµµικού 

“block”, το οποίο παρέχει αυτό το επιπρόσθετο φορτίο, πέφτει στο µηδέν όταν το p  

φτάνει το 0p . Εκείνη την στιγµή το σώµα αρχίζει να ολισθαίνει και το συνολικό φορτίο 

τριβής γίνεται rpK . Επίσης εισάγεται ένας όρος απόσβεσης, pb p , για φυσικό ρεαλισµό. 

Το R.I.M. παίρνει µία πολύ απλή µορφή όταν βρίσκεται σε οποιαδήποτε από τις δύο 

φάσεις, δηλαδή την φάση της προσκόλλησης και την φάση της ολίσθησης. Όταν το σώµα 

βρίσκεται στην φάση της προσκόλλησης, η µη γραµµική ανάδραση είναι µηδενική, οπότε 

το µοντέλο τριβής παίρνει την µορφή του Σχ. 3-7(α), θεωρώντας ότι το rK  είναι µία 

σταθερά και όχι µία συνάρτηση της ταχύτητας. Όταν υπάρχει ολίσθηση, η µη 

γραµµικότητα διατηρεί την έξοδο του ολοκληρωτή, p , σταθερή, οπότε η είσοδος στο 
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“block” του συντελεστή ελαστικής παραµόρφωσης είναι σταθερή, ( )1 pp α+ , και ο όρος 

απόσβεσης είναι µηδέν. Σ’ αυτήν την κατάσταση το µοντέλο παίρνει την µορφή που 

φαίνεται στο Σχ. 3-7(β). Η δύναµη τριβής δίνεται τότε από την εξίσωση: 

 ( ) ( )0 sgnf rF K p pυ=  (3-37) 

η οποία γράφεται µ’ αυτόν τον τρόπο για να δοθεί έµφαση στο ότι η µεταβλητή p  είναι 

σταθερή. Η τριβή ολίσθησης µπορεί να γίνει µία συνάρτηση της ταχύτητας µέσω της 

διαµόρφωσης του συντελεστή ελαστικής παραµόρφωσης ( )rK υ . 

To µοντέλο R.I.M. χρησιµοποιεί σηµαντικά µικρότερο υπολογιστικά χρόνο από 

εκείνον που χρειάζεται το µοντέλο B.M. Ειδικότερα, όταν το σώµα, του οποίου η κίνηση 

προσοµοιώνεται, ολισθαίνει, το φορτίο της τριβής είναι µία συνάρτηση της ταχύτητας που 

καθορίζεται από τον χρήστη. Αν και δεν απαιτείται, τυπικά, η τριβή ολίσθησης θα είναι µία 

οµαλή, συνεχής συνάρτηση, οπότε το µικρό χρονικό βήµα ολοκλήρωσης που προκαλείται 

από τα σπασµένα τριχίδια αποφεύγεται. Επίσης, δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα αν 

χρησιµοποιηθεί ένας αλγόριθµος ολοκλήρωσης µεταβλητού βήµατος. 

Αν και δεν µπορεί να είναι άµεσα εµφανές, η προσέγγιση του Karnopp παράγει ένα 

µοντέλο τριβής το οποίο είναι πολύ όµοιο µε µία πολύ περιορισµένη µορφή του R.I.M. 

Συγκεκριµένα, το µοντέλο Karnopp υπολογίζει µία δύναµη τριβής στην στατική περιοχή η 

οποία αναιρεί την εξωτερική δύναµη όταν η εσωτερική µεταβλητή θέσης, p ,βρίσκεται στο 

διάστηµα 0p± . Όµως, η δύναµη τριβής στη στατική περιοχή καθορίζεται µέσω της 

παραµόρφωσης ενός συστήµατος µε ελατήριο και αποσβεστήρα. Το R.I.M. µπορεί να 

γίνει σχεδόν ίδιο µε το µοντέλο Karnopp θεωρώντας ότι ο συντελεστής ελαστικής 

παραµόρφωσης και ο συντελεστής απόσβεσης πηγαίνουν στο άπειρο. 

 
3.3.7 Το µοντέλο Lund-Grenoble (L.G.M.) 
Το µοντέλο L.G.M. αναπτύχθηκε από τους Canudas et al., βλ. [36], µε σκοπό τόσο την 

µοντελοποίηση της στατικής περιοχής όσο και την ενσωµάτωση των χαρακτηριστικών της 

τριβής ευσταθούς κατάστασης στα οποία µπορεί να συµπεριλαµβάνεται και το φαινόµενο 

Stribeck. 

Το µοντέλο στηρίζεται στην θεώρηση ότι τα δύο στερεά σώµατα έρχονται σε επαφή 

µέσω ελαστικών τριχιδίων. Όταν εφαρµόζεται µία εφαπτοµενική δύναµη, τα τριχίδια 

παραµορφώνονται σαν ελατήρια, γεγονός που δίνει αύξηση στην δύναµη τριβής. 
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Σχήµα 3-8. Η δηµιουργία της τριβής µεταξύ δύο επιφανειών. 

 
Αν η δύναµη είναι αρκετά µεγάλη, ορισµένα απ’ τα τριχίδια παραµορφώνονται τόσο 

πολύ ώστε ολισθαίνουν. Το φαινόµενο είναι αρκετά τυχαίο, λόγω της ασυνέχειας την 

οποία παρουσιάζει η µορφή των επιφανειών. Γι’ αυτόν τον λόγο το µοντέλο το οποίο 

προτείνεται βασίζεται στην µέση συµπεριφορά των τριχιδίων. Ειδικότερα, ορίζεται η µέση 

παραµόρφωση των τριχιδίων, η οποία συµβολίζεται µε την µεταβλητή z  και 

µοντελοποιείται από την εξίσωση: 

 
( )

dz z
dt g

υ
υ

υ
= −  (3-38) 

Ο πρώτος όρος δίνει µια παραµόρφωση που είναι ανάλογη του ολοκληρώµατος της 

σχετικής ταχύτητας. Ο δεύτερος όρος βεβαιώνει ότι η παραµόρφωση z  προσεγγίζει την 

τιµή: 

 ( ) ( ) ( )sgnssz g gυ υ υ υ
υ

= =  (3-39) 

στην µόνιµη κατάσταση, π.χ. όταν η σχετική ταχύτητα υ  είναι σταθερή. 

Η συνάρτηση g  είναι θετική και εξαρτάται από πολλές παραµέτρους όπως π.χ., τις 

ιδιότητες των υλικών, την λίπανση, την θερµοκρασία, ενώ συγχρόνως δεν χρειάζεται να 

είναι συµµετρική. Για τυπικές τριβές ρουλεµάν, η ( )g υ  θα µειώνεται µονότονα από ( )0g  

όταν η σχετική ταχύτητα υ  αυξάνει. Η δύναµη τριβής η οποία δηµιουργείται από την 

κάµψη των τριχιδίων περιγράφεται σαν: 

 0 1f

dzF z
dt

σ σ= +  (3-40) 

όπου: 

0σ   ο συντελεστής δυσκαµψίας, 

1σ   ο συντελεστής απόσβεσης. 
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Ένας όρος ανάλογος µε την σχετική ταχύτητα µπορεί να προστεθεί στην δύναµη 

τριβής για να ληφθεί υπόψη η ιξώδης τριβή, έτσι ώστε: 

 0 1f

dzF z b
dt

σ σ υ= + +  (3-41) 

Το µοντέλο που δίνεται από τις Εξ. (3-38), (3-41), χαρακτηρίζεται από την 

συνάρτηση g  και τις παραµέτρους 0σ , 1σ  και b . Η συνάρτηση ( )0g bσ υ υ+  µπορεί να 

καθοριστεί µετρώντας την δύναµη τριβής όταν η ταχύτητα διατηρείται σταθερή. 

Μία παραµετροποίηση της g  που έχει προταθεί για να περιγράψει το φαινόµενο 

Stribeck είναι: 

 ( ) ( )
2

0 expc s c
str

g F F F υσ υ
υ

  
= + − −  

   
 (3-42) 

Με αυτήν την περιγραφή, το µοντέλο χαρακτηρίζεται από έξι παραµέτρους, που 

είναι οι εξής: 0σ , 1σ , b . cF , sF  και strυ . 

Από τις Εξ. (3-39), (3-42) προκύπτει ότι για κίνηση µόνιµης κατάστασης η σχέση 

µεταξύ της ταχύτητας και της δύναµης τριβής δίνεται από: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

, 0 exp sgnf ss c s c
str

F g b F F F bυυ σ υ υ υ υ
υ

   
 = + = + − − +  
     

 (3-43) 

Το µοντέλο καταλήγει στο µοντέλο D.M. αν ( )
0

cFg υ
σ

=  και 1 0bσ = = . 

Συγκεκριµένα, οι Εξ. (3-38), (3-41) δίνουν: 

 ( )0 0 1 sgnf f

c

dF Fdz
dt dt F

σ σ υ υ
 

= = − 
 

 (3-44) 

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µην υπάρχουν µεγάλες διαφορές και ως προς τις 

ιδιότητες τους, ειδικότερα όσον αφορά τη στατική περιοχή. Συγκεκριµένα, εµφανίζεται το 

φαινόµενο της στιβάδας, όπως ακριβώς και στο µοντέλο D.M., λόγω του ότι δεν έχει 

ενσωµατωθεί το φαινόµενο της µνήµης της στατικής τριβής, βλ. Παρ. 2.1.2.2.2. Ωστόσο, η 

µόνη περίπτωση να εµφανιστεί πλήρης ο βρόχος υστέρησης είναι τα δύο σηµεία 

αντιστροφής της δύναµης να είναι συµµετρικά ως προς την αρχή των αξόνων στο 

διάγραµµα δύναµης-µετατόπισης. 

Παρ’ όλα αυτά, σ’ αυτήν την περίπτωση, ο τρόπος µοντελοποίησης της στατικής 

περιοχής στο µοντέλο L.G.M. είναι αρκετά διαφορετικός, προσεγγίζοντας, απ’ την µια 

µεριά, περισσότερο την πραγµατικότητα, εισάγοντας όµως, απ’ την άλλη, µία επιπλέον 

κατάσταση. Μάλιστα, η τελευταία δεν µπορεί να µετρηθεί άµεσα, παρά µόνο µε την χρήση 
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ενός παρατηρητή. Αυτό σηµαίνει ότι απαιτείται περισσότερος υπολογιστικός χρόνος 

προκειµένου να εξαχθεί η δύναµη τριβής, γεγονός που ίσως αποτελεί ένα σηµαντικό 

µειονέκτηµα αυτού του µοντέλου όταν ενδιαφερόµαστε περισσότερο για τα 

χαρακτηριστικά µόνιµης κατάστασης. Σε αυτήν τη περίπτωση, το γενικό κινητικό µοντέλο 

τριβής, βλ. Παρ. 3.1.2, θα αποτελούσε ιδανικότερη λύση, βλ. [7], αφού µοντελοποιούν τα 

ίδια φαινόµενα. 
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4 Ανάλυση µη γραµµικών συστηµάτων ελέγχου 
 

4.1 Εισαγωγή 
Αποτελεί κοινό τόπο ότι δεν υπάρχει µια γενική µέθοδος για την αντιµετώπιση όλων των 

µη γραµµικών συστηµάτων. Ειδικότερα, ακριβείς λύσεις µπορούν να βρεθούν µόνο από 

απλές µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις. Επίσης, για πολλές µη γραµµικές διαφορικές 

εξισώσεις πρακτικού ενδιαφέροντος, είναι πιθανόν να βρεθούν µόνο προσεγγιστικές 

λύσεις, και αυτές οι λύσεις παραµένουν αληθείς µόνο κάτω από τις περιορισµένες 

συνθήκες υπό τις οποίες προέκυψαν. 

Μερικές από τις µεθόδους ανάλυσης και σχεδιασµού µη γραµµικών συστηµάτων 

ελέγχου είναι οι εξής: 

� Ανάλυση µε περιγραφική συνάρτηση (Describing Function Analysis – D.F.A.) 

� Αλγεβρική ανάλυση (Algebraic Analysis – Α.Α.) 

� Phase-plane analysis (P.P.A.) 

� Ανάλυση µε προσοµοίωση (Simulation) 

 
Η προσοµοίωση (simulation) δεν θεωρείται φυσιολογικά µέθοδος ανάλυσης, αλλά 

όταν γίνουν επαρκείς δοκιµές, π.χ. χιλιάδες δοκιµές, τότε µπορεί να καταγραφεί η 

συµπεριφορά του συστήµατος και να προκύψουν εµπειρικές σχέσεις. 

Σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις στις οποίες εφαρµόστηκαν αυτές οι µέθοδοι, ο 

σκοπός ήταν να προβλεφθούν οι συνθήκες για κίνηση S.S. Ο χαρακτήρας του 

αποτελέσµατος εξαρτάται πάρα πολύ από το µοντέλο τριβής, την εφαρµογή και τον 

τρόπο ελέγχου. Για έναν κύκλο ολίσθησης (slip cycle) κατά τον οποίο η ταχύτητα δεν 

αντιστρέφεται, πράγµα που συµβαίνει συνήθως σε εφαρµογές παρακολούθησης τροχιάς 

(tracking tasks), βλ. [44], ένα µοντέλο τριβής Coulomb επιτρέπει µία ακριβή ολοκλήρωση 

κατά την διάρκεια ενός κύκλου ολίσθησης (slip cycle) και έτσι µπορούν να προκύψουν 

ακριβή αλγεβρικά αποτελέσµατα. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις, υπεισέρχονται 

προσεγγίσεις. Ο χαρακτήρας των προσεγγίσεων και η επίδρασή τους στην ισχύ των 

συµπερασµάτων αποτελούν σηµαντικά ζητήµατα σε όλες τις αναλύσεις. 

 

4.1.1 Ανάλυση µε περιγραφική συνάρτηση (D.F.A.) 
Η D.F.A. είναι µία από τις ισοδύναµες µεθόδους γραµµικοποίησης. Σε πολλές πρακτικές 

περιπτώσεις µας ενδιαφέρει κυρίως η ευστάθεια του µη γραµµικού συστήµατος ελέγχου, 

και αναλυτικές λύσεις των µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µπορεί να µην είναι 
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απαραίτητες (η εφαρµογή των κριτηρίων ευστάθειας είναι πολύ απλούστερη από την 

εύρεση αναλυτικών λύσεων.)  

Η D.F.A. δίνει την δυνατότητα να µελετηθεί η ευστάθεια πολλών απλών µη 

γραµµικών συστηµάτων ελέγχου µε την βοήθεια του πεδίου συχνότητας. Προσφέρει 

πληροφορίες ευστάθειας για ένα σύστηµα οποιασδήποτε τάξης, αλλά δεν δίνει ακριβείς 

πληροφορίες όσον αφορά τα χαρακτηριστικά της χρονικής απόκρισης, διότι κατά την 

χρησιµοποίηση της µεθόδου γίνονται ορισµένες παραδοχές. 

 

4.1.2 Αλγεβρική ανάλυση (Α.Α.) 
Η Α.Α. βασίζεται στην ολοκλήρωση των εξισώσεων της κίνησης κατά έναν κύκλο 

ολίσθησης και εν συνεχεία στον καθορισµό του αν το σύστηµα φτάνει ξανά σε κατάσταση 

προσκόλλησης. 

Όταν ένα µοντέλο τριβής Coulomb ή τριβής Coulomb και ιξώδους τριβής 

εφαρµοστεί κατά την ολίσθηση οι εξισώσεις της κίνησης µπορούν να ολοκληρωθούν 

επακριβώς, βλ. [39], [44], [88], [89]. Η στατική τριβή µπορεί να µοντελοποιηθεί σαν µια 

τροποποίηση της αρχικής συνθήκης της τροχιάς. 

Θεωρώντας ένα µοντέλο στατικής τριβής, τριβής Coulomb και ιξώδους τριβής ο 

Derjaguin et al, βλ. [44], έδωσε ίσως την πιο ξεκάθαρη παρουσίαση αυτής της τεχνικής. 

Εστίασαν την προσοχή τους σε ένα σύστηµα δεύτερης τάξης (ανάλογο µε εκείνο της µιας 

µάζας µε PD έλεγχο) και µελέτησαν την επίδραση του φαινοµένου R.S.F., βλ. Παρ. 2.3.3. 

Εφαρµόζοντας διαστατική ανάλυση (dimensional analysis), ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις 

της κίνησης κατά την διάρκεια της ολίσθησης και ανιχνεύοντας κίνηση S.S. µέσω της 

εξέτασης του πότε η τροχιά ξαναφθάνει πάλι στην µηδενική ταχύτητα, καθόρισαν ότι 

υπάρχει ένα κρίσιµο επίπεδο της στατικής τριβής κάτω από το οποίο η κίνηση S.S. θα 

εξαλείφεται. 

 

4.1.3 Phase Plane Analysis (P.P.A.) 
Η P.P.A. µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παρουσιάσει γραφικά τις τροχιές του 

συστήµατος, γραµµικές και µη γραµµικές. Σε περιπτώσεις όπου θεωρητικοί περιορισµοί 

στον χαρακτήρα των τροχιών δεν είναι πιθανές, η P.P.A. εξυπηρετεί ως µια γραφική 

παρουσίαση των αποτελεσµάτων της προσοµοίωσης, και µπορεί να λεχθεί ότι επιδεικνύει 

γενικά αποτελέσµατα για το σύστηµα όταν εξερευνούνται τροχιές που καλύπτουν χρονικά 

ένα επαρκές εύρος αρχικών συνθηκών. Σε άλλες περιπτώσεις, όπου είναι πιθανόν να 

υπάρχουν θεωρητικοί περιορισµοί στην συµπεριφορά των τροχιών, η P.P.A. εξυπηρετεί 

στην οργάνωση και ταξινόµηση των αλληλεπιδράσεων και των συνεπειών αυτών των 

περιορισµών.  
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Η διάσταση (dimensionality) του “phase-plane” (P.P.) είναι η τάξη της κατάστασης 

του συστήµατος. Έτσι µία µάζα µε PD έλεγχο έχει ένα P.P. δύο διαστάσεων, το οποίο 

µπορεί εύκολα να πραγµατοποιηθεί και να ερµηνευτεί. Το ίδιο σύστηµα όµως µε 

ολοκληρωτικό έλεγχο, έχει τρεις διαστάσεις, και µπορεί να είναι δύσκολο να παρασταθεί. 

Ένα σύστηµα δύο µαζών µε ελαστικότητα και ολοκληρωτικό έλεγχο, έχει πέντε 

καταστάσεις και πιθανόν να µην ωφελεί να µελετηθεί µε την µέθοδο P.P.A. 

 

4.1.4 Ανάλυση µε προσοµοίωση (simulation) 
Για την ανάλυση και την σύνθεση του κατευθυντή, οι υπόλοιπες µέθοδοι ανάλυσης 

εφαρµόζονται στα µοντέλα του συστήµατος. Όταν τα µοντέλα επιτρέπουν ακριβή 

ανάλυση, η ισχύς των αποτελεσµάτων εξαρτώνται µόνο από την ισχύ του ίδιου του 

µοντέλου. Όταν περισσότερο πολύπλοκα συστήµατα αναλύονται µε προσεγγιστικές 

τεχνικές, όπως π.χ. είναι η D.F.A., η ισχύς των αποτελεσµάτων εξαρτώνται όχι µόνο από 

την ισχύ του µοντέλου άλλα και από τις παραδοχές που έχουν γίνει κατά την εφαρµογή 

της µεθόδου ανάλυσης. 

Η προσοµοίωση (simulation) παρέχει έναν τρόπο επιβεβαίωσης της ισχύος και του 

µοντέλου και της µεθόδου ανάλυσης. Η αντιπαραβολή του πειράµατος µε την 

προσοµοίωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να επιβεβαιώσει την ισχύ των µοντέλων. 

Επίσης, η αντιπαραβολή αναλυτικών αποτελεσµάτων µε την προσοµοίωση µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να επιβεβαιώσει την ισχύ των προσεγγιστικών µεθόδων ανάλυσης. 

 

4.2 Ανάλυση µε περιγραφική συνάρτηση (D.F.A.) 
4.2.1 Ορισµός της περιγραφικής συνάρτησης (D.F.) 
Αν υποτεθεί ότι η είσοδος σε ένα µη γραµµικό στοιχείο είναι ηµιτονοειδής, τότε η έξοδος 

από το µη γραµµικό στοιχείο είναι, γενικά, µη ηµιτονοειδής. Έστω ότι η έξοδος είναι 

περιοδική µε την ίδια βασική περίοδο που έχει και η είσοδος (εκτός από την βασική 

αρµονική συνιστώσα η έξοδος περιέχει και υψηλότερες αρµονικές). 

Στην D.F.A., θεωρείται ότι µόνο η βασική αρµονική συνιστώσα της εξόδου είναι 

σηµαντική. Μια τέτοια υπόθεση συχνά ευσταθεί αφού οι υψηλότερες αρµονικές της 

εξόδου του µη γραµµικού στοιχείου είναι συχνά µικρότερου πλάτους από το πλάτος της 

βασικής αρµονικής συνιστώσας. Επίσης, τα περισσότερα συστήµατα ελέγχου είναι 

χαµηλοπερατά φίλτρα, µε αποτέλεσµα οι υψηλότερες αρµονικές να εξασθενούν 

σηµαντικά συγκριτικά µε την βασική αρµονική συνιστώσα. 

Η D.F. ή η ηµιτονοειδής D.F. ενός µη γραµµικού στοιχείου καθορίζεται ως το 

µιγαδικό κλάσµα της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου προς την είσοδο: 

 1 1/N Y X= Φ  (4-1) 
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όπου: 

N  η D.F., 

X  το πλάτος της ηµιτονοειδούς εισόδου, 

1Y  το πλάτος της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου, 

1Φ  η διαφορά φάσης µεταξύ της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου και της 

εισόδου. 

Αν στο µη γραµµικό στοιχείο δεν υπάρχει στοιχείο αποθήκευσης ενέργειας, τότε η 

N  είναι συνάρτηση µόνο του πλάτους της εισόδου στο στοιχείο. Αν όµως υπάρχει 

στοιχείο αποθήκευσης ενέργειας, τότε η N  είναι συνάρτηση και του πλάτους και της 

συχνότητας της εισόδου. 

Στον υπολογισµό της D.F. για ένα δοθέν µη γραµµικό στοιχείο, χρειάζεται να 

υπολογιστεί η βασική αρµονική συνιστώσα της εξόδου. Για την ηµιτονοειδή είσοδο 

( ) ( )sinx t X tω= ⋅  του µη γραµµικού στοιχείου, η έξοδος ( )y t  µπορεί να εκφραστεί σαν 

σειρά Fourier ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
1 1

cos sin sinn n n n
n n

y t A A n t B n t A Y n tω ω ω φ
∞ ∞

= =

= + + = + +∑ ∑  (4-2) 

όπου: 

 ( ) ( ) ( )
2

0

1 cosnA y t n t d t
π

ω ω
π

= ∫  

 ( ) ( ) ( )
2

0

1 sinnB y t n t d t
π

ω ω
π

= ∫   

 2 2
n n nY A B= +   

 1tan n
n

n

A
B

φ −  
=  

 
  

Αν η µη γραµµικότητα είναι συµµετρική, τότε 0 0A = . Η βασική αρµονική συνιστώσα 

της εξόδου είναι σ’ αυτήν την περίπτωση: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1cos sin siny t A t B t Y tω ω ω φ= + = +  (4-3) 

Τότε η D.F. δίνεται από την εξίσωση: 

 
2 2

1 1 1 1
1 1

1

/ tan
A B AN Y X
X B

−+  
= ∠Φ = ∠  

 
 (4-4) 

Από την Εξ. (4-4) φαίνεται ότι η συνάρτηση N  είναι µιγαδική ποσότητα όταν η γωνία φ  

δεν είναι µηδενική. 
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4.2.2 Η D.F.A. σε µη γραµµικά συστήµατα ελέγχου 
Πολλά συστήµατα ελέγχου που περιλαµβάνουν µη γραµµικά στοιχεία µπορούν να 

εκφραστούν από το δοµικό διάγραµµα το οποίο ακολουθεί: 

 

 

Σχήµα 4-1. Μη γραµµικό σύστηµα ελέγχου. 

 

Αν οι υψηλότερες αρµονικές που δηµιουργούνται από το µη γραµµικό στοιχείο είναι 

επαρκώς εξασθενηµένες από τα γραµµικά στοιχεία, έτσι ώστε µόνο η βασική αρµονική 

συνιστώσα της εξόδου από το µη γραµµικό στοιχείο να είναι σηµαντική, τότε η ευστάθεια 

του συστήµατος µπορεί να προβλεφθεί µε την D.F.A. 

Αν N  είναι η D.F. του µη γραµµικού στοιχείου, και G  είναι η συνάρτηση µεταφοράς 

του γραµµικού στοιχείου, το µη γραµµικό σύστηµα του Σχ. 4-1, µπορεί να εκφραστεί από 

το δοµικό διάγραµµα του σχήµατος: 

 

 

Σχήµα 4-2. Μη γραµµικό σύστηµα ελέγχου. 

 

Αν οι υψηλότερες αρµονικές είναι επαρκώς εξασθενηµένες από το γραµµικό τµήµα 

του συστήµατος, G , η D.F., N , µπορεί να θεωρηθεί ως ένα πραγµατικό ή µιγαδικό 

κέρδος. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος κλειστού 

βρόχου γίνεται: 

 
( )
( )

( )
( )1

C j NG j
R j NG j

ω ω
ω ω

=
+

 (4-5) 

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η εξής: 

 ( ) ( ) 11 0NG j G j
N

ω ω+ = ⇔ = −  (4-6) 
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Αν η Εξ. (4-6) ικανοποιείται, τότε η έξοδος του συστήµατος θα παρουσιάσει οριακό 

κύκλο (limit cycle, L.C.). Αυτή η κατάσταση ανταποκρίνεται στην περίπτωση όπου το 

διάγραµµα Nyquist του γραµµικού στοιχείου, ( )G jω , περνά από το κρίσιµο σηµείο (στην 

βασική ανάλυση στο πεδίο συχνότητας το κρίσιµο σηµείο είναι το 1 0− + j  ή το 
1 0j
K

− + ). 

Στην D.F.A., η βασική ανάλυση στο πεδίο συχνότητας µετασχηµατίζεται έτσι ώστε ο 

συνολικός τόπος 1/− N  να γίνεται ένας τόπος από κρίσιµα σηµεία. Έτσι, η σχετική θέση 

των δύο τόπων 1/− N  και ( )G jω  δίνει την πληροφορία για την ευστάθεια. 

 

4.2.3 Κριτήριο Ευστάθειας του Μη Γραµµικού Συστήµατος 
Για να καθοριστεί η ευστάθεια του συστήµατος, σχεδιάζεται ο τόπος 1/− N  και ο τόπος 

( )G jω . Θα θεωρηθεί ότι το γραµµικό στοιχείο του συστήµατος είναι ελάχιστης φάσης ή 

ότι όλοι οι πόλοι και οι µηδενιστές βρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο του πεδίου 

συχνότητας (s plane). 

Το κριτήριο της ευστάθειας λέει ότι αν ο τόπος 1/− N  δεν περιβάλλεται από τον 

τόπο ( )G jω , τότε το σύστηµα είναι ευσταθές, ή διαφορετικά ότι δεν υπάρχει L.C. στην 

µόνιµη κατάσταση. Από την άλλη πλευρά, αν ο τόπος 1/− N  περιβάλλεται από τον τόπο 

( )G jω , τότε το σύστηµα είναι ασταθές, και η έξοδος του συστήµατος όταν το τελευταίο 

υποβάλλεται σε µία οποιαδήποτε διαταραχή θα αυξάνει συνεχώς. 

Αν οι δύο τόποι τέµνονται σε κάποιο σηµείο, τότε η έξοδος του συστήµατος µπορεί 

να παρουσιάσει L.C. Αυτό το L.C. δεν είναι ηµιτονοειδές, αλλά µπορεί να προσεγγιστεί 

από µία ηµιτονοειδή συνάρτηση. Το L.C. χαρακτηρίζεται από την τιµή του πλάτους . .L CX  

στον τόπο 1/− N  και την τιµή της συχνότητας . .L Cω  στον τόπο ( )G jω  στο σηµείο όπου 

οι δύο τόποι τέµνονται. 

 

4.2.4 Ευστάθεια L.C. 
Ένα L.C. µπορεί να είναι είτε ευσταθές είτε ασταθές. Ευσταθές ονοµάζεται ένα L.C. όταν 

µετά την εφαρµογή µιας οποιαδήποτε µικρής διαταραχής το πλάτος X  και η συχνότητά 

του ω  θα επιστρέψουν στις τιµές που είχαν πριν την εφαρµογή της διαταραχής. 

Αντιθέτως στην περίπτωση όπου µια µικρή διαταραχή επέφερε την συνεχή αύξηση του 

πλάτους του L.C. τότε ονοµάζεται ασταθές. 

Συγκεκριµένα, η εφαρµογή µιας µικρής διαταραχής σε ένα σύστηµα το οποίο 

λειτουργούσε από την αρχή σε ένα σηµείο του τόπου 1/− N , έστω A , που αντιστοιχεί σε 
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L.C. (δηλαδή είναι σηµείο τοµής µε τον τόπο ( )G jω  ), προξενεί µικρή µεταβολή στο 

πλάτος της εισόδου στο µη γραµµικό στοιχείο. Σ’ αυτήν την περίπτωση το σηµείο 

λειτουργίας µετατοπίζεται πάνω στον τόπο 1/− N  σε ένα άλλο σηµείο. 

 

 

Σχήµα 4-3. Ανάλυση ευστάθειας L.C. ενός µη γραµµικού συστήµατος. 

 
Το νέο αυτό σηµείο, C ή D, βλ. Σχ. 4-3, αντιστοιχεί στο κρίσιµο σηµείο ή στο 

σηµείο –1+j0 του µιγαδικού επιπέδου για γραµµικά συστήµατα ελέγχου. Εποµένως, κατά 

αντίστοιχο τρόπο µπορεί να εφαρµοστεί το κριτήριο ευστάθειας του Nyquist. 

Συγκεκριµένα, διακρίνονται οι κάτωθι περιπτώσεις, που συνιστούν µια επέκταση του 

κριτηρίου του Nyquist: 

� ∆εν υπάρχει περικύκλωση του νέου σηµείου (C ή D) του τόπου –1/Ν(Χ) 
από τον τόπο G(jω). Η περίπτωση αυτή είναι ανάλογη µε εκείνη κατά την 

οποία δεν υπάρχει περικύκλωση του σηµείου –1+j0 από τον τόπο της 

συνάρτησης µεταφοράς ανοικτού βρόχου ενός γραµµικού συστήµατος, 

δηλαδή N=0. Τότε, «το κρίσιµο σηµείο κινείται προς σηµεία µικρότερου 

πλάτους, εφ’ όσον δεν υπάρχουν πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς G(jω) 

στο δεξιό ηµιεπίπεδο του s (δεν συµπεριλαµβάνεται ο φανταστικός άξονας), 

δηλαδή P=0. ∆ιαφορετικά, το κρίσιµο σηµείο κινείται προς σηµεία 

µεγαλύτερου πλάτους». 

� Υπάρχει ωρολογιακή περικύκλωση ή περισσότερες περικυκλώσεις του 
νέου σηµείου (C ή D) του τόπου –1/Ν(Χ) από τον τόπο G(jω). Η 

περίπτωση είναι ανάλογη µε εκείνη κατά την οποία υπάρχει ωρολογιακή 

περικύκλωση ή περισσότερες περικυκλώσεις του κρίσιµου σηµείου –1+j0 

από τον τόπο της συνάρτησης µεταφοράς ανοιχτού βρόχου ενός γραµµικού 

συστήµατος. Τότε, «το κρίσιµο σηµείο κινείται προς σηµεία µεγαλύτερου 
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πλάτους», διότι, ακόµα και αν δεν υπάρχουν πόλοι της συνάρτησης 

µεταφοράς G(jω) στο δεξιό ηµιεπίπεδο του s (P=0), πάντοτε θα είναι Ζ>0. 

� Υπάρχει ανθωρολογιακή περικύκλωση ή περισσότερες περικυκλώσεις 
του νέου σηµείου (C ή D) του τόπου –1/Ν(Χ) από τον τόπο G(jω). Η 

περίπτωση αυτή είναι ανάλογη µε εκείνη κατά την οποία υπάρχει 

ανθωρολογιακή περικύκλωση ή περισσότερες περικυκλώσεις του κρίσιµου 

σηµείου –1+j0 από τον τόπο της συνάρτησης µεταφοράς ανοιχτού βρόχου 

ενός γραµµικού συστήµατος. Τότε, «το κρίσιµο σηµείο κινείται προς σηµεία 

µικρότερου πλάτους, εφ’ όσον ο αριθµός των ανθωρολογιακών 

περικυκλώσεων (Ν, που θα είναι αρνητικός αριθµός) είναι ίδιος µε τον αριθµό 

των πόλων της συνάρτησης µεταφοράς G(jω) στο δεξιό ηµιεπίπεδο του s (P), 

έτσι ώστε να προκύψει Ζ=Ν+P=0. ∆ιαφορετικά το κρίσιµο σηµείο κινείται προς 

σηµεία µεγαλύτερου πλάτους». 

 
Με βάσει την επέκταση του κριτηρίου του Nyquist διαπιστώνεται ότι τα σηµεία Α, Β 

του Σχ. 4-3(α) είναι σηµεία εντοπισµού ενός ασταθούς και ενός ευσταθούς L.C., 

αντίστοιχα. Για την περίπτωση του Σχ. 4-3(β) για να καθοριστεί η ευστάθεια ή η αστάθεια 

των L.C. που ορίζονται από τα σηµεία Α, Β θα πρέπει να είναι γνωστός ο αριθµός των 

πόλων στο δεξιό ηµιεπίπεδο (P). Αν P=1, τότε τα σηµεία Α, Β ορίζουν ένα ευσταθές και 

ένα ασταθές L.C., αντίστοιχα. Αν, όµως, P=2, τότε τα σηµεία Α, Β ορίζουν δύο ασταθή 

L.C. 
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5 Η D.F.A. σε µη γραµµικά συστήµατα µε τριβή 
 
Η µέθοδος ανάλυσης µε περιγραφική συνάρτηση αποτελεί µία προσεγγιστική µέθοδο 

αποτελούµενη από µία έκφραση της σχέσης εισόδου-εξόδου του µη γραµµικού στοιχείου 

µιας εισόδου/µιας εξόδου µε την βοήθεια της σχέσης του πλάτους και της φάσης µεταξύ 

της ηµιτονοειδούς εισόδου και της βασικής αρµονικής συνιστώσας της εξόδου, όπως 

ορίστηκε στο Κεφ. 4. Αυτή η σχέση συνιστά ένα είδος συνάρτησης µεταφοράς, µπορεί να 

εκφραστεί από ένα µιγαδικό αριθµό, και γενικά εξαρτάται από την συχνότητα και το 

πλάτος. Η µέθοδος στηρίζεται στην απαίτηση ότι το στοιχείο είναι µιας εισόδου/µιας 

εξόδου και την υπόθεση ότι η εξέταση της βασικής αρµονικής συνιστώσας παρέχει µια 

λογική προσέγγιση της συµπεριφοράς του αληθινού συστήµατος, βλ. [33]. Το µεγάλο 

πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι επιτρέπει την χρησιµοποίηση µεθόδων 

ανάλυσης του κλασσικού ελέγχου στο πεδίο συχνότητας. 

Τα µη γραµµικά συστήµατα µε τριβή έχουν στην γενική περίπτωση συστήµατος 

ελέγχου θέσης ενός βαθµού ελευθερίας, µε µια ενιαία µάζα και µε τριβή ολίσθησης, την 

κάτωθι µορφή: 

 

 

Σχήµα 5-1. Σύστηµα µιας µάζας µε τριβή, η οποία µοντελοποιείται ως συνάρτηση της 
ταχύτητας. 

 
Συγκρίνοντας το σύστηµα του Σχ. 5-1 µε το σύστηµα του Σχ. 4-2 προκύπτει ότι τα 

συστήµατα µε τριβή διαφέρουν ως προς την δοµή τους από εκείνα µε βάσει τα οποία 

ορίστηκε η D.F.A. στο Κεφ. 4. Γι’ αυτόν τον λόγο η εφαρµογή αυτής της µεθόδου 

ανάλυσης σε συστήµατα µε τριβή γίνεται µε διαφορετικό τρόπο και συγκεκριµένα µε δύο 

διαφορετικές τεχνικές. Οι τεχνικές αυτές διαφέρουν ως προς τον τρόπο µε τον οποίο 

µοντελοποιούν την µη γραµµικότητα του συστήµατος, δηλαδή την τριβή, και είναι οι εξής: 

� “the memoryless element construction” (M.E.C.) 
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� “the integrated friction/plant construction” (I.F.P.C.) 

Ειδικότερα, η πρώτη χρησιµοποιεί µια ειδική περίπτωση στην µελέτη των D.F. που 

είναι η συνάρτηση χωρίς κατάσταση (the memoryless, odd function–M.O.F). Ένα 

“memoryless element” είναι ένα στοιχείο χωρίς κατάσταση, και για ένα τέτοιο, η D.F. 

εξαρτάται αποκλειστικά από το πλάτος της εισόδου. Όταν η συνάρτηση είναι “odd” (η 

τριβή ως συνάρτηση της ταχύτητας, µε συµµετρική τριβή στην αριστερή και δεξιά 

κατεύθυνση, είναι µία M.O.F.), η D.F. θα είναι αυστηρά πραγµατική, βλ. [33]. Σύγχρονοι 

ερευνητές έχουν επωφεληθεί από αυτήν την ειδική περίπτωση, την οποία ονοµάζουν 

M.E.C. 

Παλαιότεροι ερευνητές σχηµάτιζαν την D.F. του συνδυασµού της εγκατάστασης µε 

την τριβή. Αυτή η κατασκευή δεν είναι “memoryless” επειδή έτσι τοποθετείται η κατάσταση 

της εγκατάστασης µέσα στο µοντελοποιηµένο µη γραµµικό στοιχείο, οπότε ονοµάζεται 

I.F.P.C. 

Στην ανάλυση των συστηµάτων που θα µελετηθούν θα χρησιµοποιηθεί η πρώτη 

από τις δύο τεχνικές που περιγράφτηκαν παραπάνω. Ο βασικότερος λόγος είναι η 

απλότητα στην αντιµετώπιση του προβλήµατος που χαρακτηρίζει την πρώτη τεχνική σε 

σύγκριση µε την δεύτερη. Ειδικότερα, η πρώτη τεχνική µπορεί να εφαρµοστεί κατευθείαν. 

Αντίθετα κατά την δεύτερη τεχνική απαιτείται ο ορισµός ενός µη γραµµικού κοµµατιού στο 

σύστηµα, το οποίο θα περιλαµβάνει το µη γραµµικό στοιχείο καθώς και το γραµµικό 

κοµµάτι του συστήµατος που συνδέεται παράλληλα στο δοµικό διάγραµµα µε το µη 

γραµµικό στοιχείο. Για παράδειγµα, στην γενική περίπτωση δοµικού διαγράµµατος µε 

τριβή που εικονίζεται στο Σχ. 5-1, το µη γραµµικό κοµµάτι θα αποτελείται από την 

γραµµική συνάρτηση µεταφοράς ( )1G s  και την D.F. ( )N X . Γι’ αυτό το κοµµάτι θα 

πρέπει να οριστεί µια συνολική D.F., πράγµα που για να γίνει απαιτούνται αρκετές 

µαθηµατικές πράξεις. Χάριν, εποµένως, απλότητας θα ακολουθηθεί η πρώτη τεχνική. 

 

5.1 Η τεχνική της “memoryless element describing function” 
(M.E.D.F.) 
Κατά την τεχνική αυτή, το δοµικό διάγραµµα πρέπει να χρησιµοποιηθεί, έτσι ώστε όλα τα 

γραµµικά στοιχεία να οργανωθούν σαν ένα σύνολο, αφήνοντας το µη γραµµικό στοιχείο 

ως ένα δεύτερο σύνολο, δίνοντας µ’ αυτόν τον τρόπο στο δοµικό διάγραµµα την µορφή 

του ακόλουθου σχήµατος: 
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Σχήµα 5-2. Το δοµικό διάγραµµα ενός συστήµατος µιας µάζας µε τριβή µετά τον χωρισµό 
του γραµµικού από το µη γραµµικό κοµµάτι. 

 

Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι η εξής: 

 
( )
( ) ( )

1
2

1 2

1

1 2

1

1
1

r
r

r

GG G
C s G GG
R s GN X

G GG

+
=

 
+  + 

 (5-1) 

Η κίνηση S.S. (δηλαδή η περιοδική µετάβαση από την προσκόλληση στην 

ολίσθηση) που εµφανίζεται σε συστήµατα µε τριβή είναι ένα L.C., δηλαδή µια κίνηση που 

δίνει κλειστή πορεία στο P.P. Ένα L.C. µπορεί να είναι είτε ευσταθές, που σηµαίνει ότι 

γειτονικές πορείες συγκλίνουν σ’ αυτό, είτε ασταθές που σηµαίνει ότι γειτονικές πορείες 

δεν συγκλίνουν σ’ αυτό, αλλά δεν υπαινίσσεται ότι το σύστηµα είναι εκθετικά ασταθές. 

Χρησιµοποιώντας την D.F., ένα L.C. παρατηρείται όταν υπάρχει ένα πλάτος, X , και µία 

συχνότητα, ω , τέτοια ώστε ο παρονοµαστής της Εξ. (5-1) να γίνεται µηδέν, δίνοντας: 

 
( )

1

1 2

1
1 r

G
N X G GG

− =
+

 (5-2) 

ή αναφερόµενοι στο Σχ. 5-2: 

 
( ) ( )1

LG s
N X

− =  (5-3) 

µε: ( ) 1

1 21L
r

GG s
G GG

=
+

 (5-4) 

Αυτή η συνθήκη µπορεί να εξεταστεί εύκολα σχεδιάζοντας το διάγραµµα Nyquist, µε 

το ( )1/ N X−  σαν τον ένα κλάδο, και το ( )LG s  σαν τον δεύτερο κλάδο, όπως ακριβώς 

φαίνεται στο Σχ. 5-3. Μία τοµή προβλέπει ένα L.C. 
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Σχήµα 5-3. ∆ιάγραµµα Nyquist για τον εντοπισµό “limit cycle”. 

 

5.2 Η M.E.D.F. σε συστήµατα 2ης και άνω τάξης µε τριβή 
5.2.1 Εισαγωγή 
Όπως αναφέρθηκε κατά τον ορισµό της D.F.A., βλ. Παρ. 4.2.2, αν και η µέθοδος είναι 

αρκετά απλή στη εφαρµογή της, ωστόσο είναι προσεγγιστική και µπορεί να ισχύσει µόνον 

µε προϋποθέσεις. Εποµένως ανακύπτουν δύο σηµαντικά ερωτήµατα που θα ήταν πολύ 

ενδιαφέρον να απαντηθούν και τα οποία είναι τα εξής: 

� Σε ποιες περιπτώσεις αναµένεται η εµφάνιση L.C., δηλαδή του φαινοµένου 

S.S., σε συστήµατα µε τριβή; 

� Ποιες είναι οι προϋποθέσεις εκείνες κάτω από τις οποίες η εφαρµογή της 

µεθόδου µπορεί να οδηγήσει σε ικανοποιητικά ποσοτικά αποτελέσµατα όσον 

αφορά τα χαρακτηριστικά του L.C. (πλάτος, συχνότητα); 

Σε ερωτήµατα ανάλογα µε τα δύο παραπάνω έχουν προσπαθήσει να απαντήσουν 

πολλοί µέχρι σήµερα, και τα συµπεράσµατα που έχουν προκύψει είναι αρκετά σηµαντικά. 

Ενδεικτικά παρατίθενται ορισµένα από αυτά: 

� Wallenborg-Aström, βλ. [93]. Παρουσίασαν µια αρκετά ενδιαφέρουσα 

απόδειξη ότι ένα σύστηµα µε τριβή Coulomb (χωρίς στατική τριβή) και 

ανάδραση µεταβλητών κατάστασης µπορεί να είναι ασταθές µόνο στην ειδική 

περίπτωση ενός ασταθούς ελεγκτή. 

� Amin, βλ. [10]. Μελέτησε την τριβή Coulomb και την τριβή Coulomb συν 

στατική τριβή µε την M.E.C. και την I.F.P.C. στην περίπτωση ενός 

συστήµατος µιας µάζας και PID ελέγχου. Έβγαλε όλες τις προβλέψεις της 

D.F.A. για όλους τους συνδυασµούς πιθανών τιµών των παραµέτρων, και 

συνέκρινε αυτά µε τα αναλυτικά αποτελέσµατα. Επίσης έδειξε ότι για την 

περίπτωση ενός συστήµατος µιας µάζας και µε PID έλεγχο, η M.E.C. θα 
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προβλέψει S.S. αν και µόνον αν το σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της 

τριβής είναι ασταθές. 

� Canudas de Wit et al., βλ. [34]. Χρησιµοποίησε τις D.F. για να µελετήσει τη 

συµπεριφορά των προσαρµόστικών συστηµάτων (adaptive systems) στην 

παρουσία αρνητικής ιξώδους τριβής και βρήκε ότι η υπέρ-αντιστάθµιση 

µπορεί να οδηγήσει σε αστάθεια. 

� Branderburg-Schäfer, βλ. [29], [30], [32]. Εφάρµοσαν τις D.F. στην 

περίπτωση της ολίσθησης µιας κατεύθυνσης (unidirectional sliding) µε τοπική 

γραµµικοποίηση της καµπύλης Stribeck και εφαρµογή του κριτηρίου 

ευστάθειας του Popov.  

� Branderburg, Branderburg-Schäfer, Townsend-Salisbury, βλ. [28], [29], 

[92], αντίστοιχα. Μαζί δηµοσίευσαν εκτεταµένες προσοµοιώσεις οι οποίες 

έγιναν για να επιβεβαιώσουν τις προβλέψεις της D.F.A., αναγνωρίζοντας 

εµµέσως ότι η ανάλυση αυτή προσθέτει ένα επίπεδο προσέγγισης πάνω-

κάτω από τις προβλέψεις που έχουν ήδη γίνει στο ίδιο το µοντέλο. Οι 

Townsend-Salisbury έχουν διατυπώσει, βλ. [92], το εξής: «Οι δυναµικές 

προσοµοιώσεις έδειξαν ότι οι προβλέψεις της D.F.A. µιας εισόδου και µιας 

εξόδου για τριβή Coulomb είναι ποιοτικά χρήσιµες ωστόσο ποσοτικά 

ανακριβείς. Οι προβλέψεις για την περίπτωση της στατικής τριβής γίνονται 

ακόµα και ποιοτικά ανακριβείς». Οι Branderburg-Schäfer, οι οποίοι έκαναν 
µία εκτεταµένη σειρά από µελέτες σε ένα σύστηµα µε δύο µάζες, ευλύγιστο 

και µε ανάδραση πολλαπλών βρόχων, ισχυρίστηκαν ότι τα αποτελέσµατα της 

D.F.A. ποιοτικά συµφωνούν µε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης για την 

περίπτωση της τριβής Coulomb και της κίνησης µιας κατεύθυνσης, άλλα 

αποτυγχάνει ουσιωδώς στις περιπτώσεις της τριβής Coulomb+στατικής 

τριβής ή του ολοκληρωτικού ελέγχου, βλ. [28], [29], [30], [31], [86], [87]. 

� Armstrong Hélouvry-Amin, βλ. [16], [18]. Σε µία προσπάθεια σύγκρισης της 

D.F.A. και της A.A. καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι στην περίπτωση PID 

ελέγχου µε τριβή Coulomb ή µε τριβή Coulomb+στατική, η M.E.C. δεν µπορεί 

να δώσει µία βάσιµη πρόβλεψη για το πότε θα συµβεί S.S. Στην περίπτωση 

της I.P.F.C. πάντα µπορεί να προβλέπει πότε συµβαίνει L.C. στην 

περίπτωση της τριβής Coulomb, ενώ σε ορισµένες µόνο περιπτώσεις στην 

περίπτωση της τριβής Coulomb+στατικής. Επίσης, η A.A. µπορεί και 

προβλέπει πάντοτε την δηµιουργία L.C. στην περίπτωση της τριβής 
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Coulomb+στατικής, ενώ δεν προβλέπει ποτέ L.C. στην περίπτωση της τριβής 

Coulomb. 

 

Με βάσει τις προηγούµενες παρατηρήσεις ελέγχθηκε πότε προβλέπεται η εµφάνιση 

L.C. µε την βοήθεια της M.E.D.F. σε συστήµατα διαφόρων τάξεων µε τριβή 

Coulomb+ιξώδη και κατά δεύτερον αν οι τιµές του πλάτους και της συχνότητας του L.C. 

που προβλέπεται από την µέθοδο αυτή είναι ακριβείς. Για την επίτευξη του δεύτερου 

στόχου έγιναν εκτεταµένες προσοµοιώσεις µε την βοήθεια του Matlab/Simulink. 

 
5.2.2 Συστήµατα 2ης τάξης µε PD έλεγχο 

5.2.2.1 Μοντελοποίηση 
Έστω ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, το οποίο µπορεί να ολισθαίνει πάνω σε ένα 

επίπεδο όταν του ασκηθεί µια εξωτερική οριζόντια δύναµη. Θα υποτεθεί ότι η δύναµη 

αυτή ασκείται από έναν κινητήρα που είναι άµεσα συνδεδεµένος µε το σώµα αυτό (π.χ. 

µέσω ενός κοχλία-οδηγού), βλ. Σχ. 5-4. 

 

Σχήµα 5-4. Σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας µε ελατήριο και αποσβεστήρα. 

 
Το σύστηµα του Σχ. 5-4 διέπεται από την ακόλουθη διαφορική εξίσωση: 

 m fJ T B K Tθ θ θ= − − −  (5-5) 

όπου: 

J     η ροπή αδράνειας της κινούµενης µάζας, M , και των περιστρεφόµενων τµηµάτων 

του συστήµατος ως προς τον άξονα του κοχλία-οδηγού, 

mT     η ροπή του κινητήρα, 

B     το στοιχείο απόσβεσης, 

K     η σταθερά του ελατηρίου, 
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fT     η ροπή της δύναµης τριβής, 

θ     η γωνιακή µετατόπιση, 

θ     η γωνιακή ταχύτητα, 

θ     η γωνιακή επιτάχυνση. 

 
Έστω ότι η τριβή περιγράφεται από το κλασσικό µοντέλο τριβής, σύµφωνα µε το 

οποίο: 

 ( )sgnf cT b Tθ θ= +  (5-6) 

όπου: 

b     ο συντελεστής ιξώδους τριβής, 

cT     η ροπή της τριβής Coulomb. 

 
Αν ο κινητήρας θεωρηθεί τµήµα αυτού του συστήµατος, τότε διακρίνονται οι 

ακόλουθες δύο περιπτώσεις: 

 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Σ’ αυτήν την περίπτωση, ο κινητήρας διέπεται από την εξίσωση: 

 
( ) a

s a a T

m T a

diV t L R i K
dt

T K i

θ = + +

 =

 (5-7) 

όπου: 

( )sV t  η συνεχής τάση τροφοδοσίας του DC κινητήρα, 

L     η αυτεπαγωγή των τυλιγµάτων του δροµέα του DC κινητήρα, 

aR     η αντίσταση των τυλιγµάτων του δροµέα του DC κινητήρα, 

TK     η σταθερά ροπής του DC κινητήρα, 

ai     το ρεύµα στα τυλίγµατα του δροµέα του DC κινητήρα, 

 
Αν θεωρηθεί αµελητέα η επίδραση της αυτεπαγωγής, L , των τυλιγµάτων του 

δροµέα, τότε η Εξ. (5-7) γράφεται: 

 
( )s a a T

m T a

V t R i K
T K i

θ = +


=
 (5-8) 

Η συνολική διαφορική εξίσωση του συστήµατος προκύπτει από τις Εξ. (5-5), (5-6), 

(5-8) και είναι η ακόλουθη: 
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( ) ( )sgns T

T c
a

V t K
J K B K b T

R
θ

θ θ θ θ θ
−

= − − − −  (5-9) 

Για τον προσδιορισµό της παράστασης του συστήµατος στο διάστηµα κατάστασης, 

εκλέγονται ως µεταβλητές κατάστασης οι εξής: 

 1

2

x

x

θ

θ

=


=
 (5-10) 

οπότε ισοδύναµα προκύπτει ότι: 

 
( )( ) ( ) ( )

1 2

2

1 sgnT
s T c

a

x x

Kx V t K B b K T
J R

θ θ θ θ

=


  = − − + − − 
 

 (5-11) 

Με την βοήθεια της Εξ. (5-11) δηµιουργείται το δοµικό διάγραµµα του συστήµατος, 

το οποίο φαίνεται στο Σχ. 5-5. 

 

 

Σχήµα 5-5. ∆οµικό διάγραµµα του συστήµατος 2ης τάξης µε πηγή τάσης. 

 
όπου: 

( ) 1 40oY MN X
X Xπ

= =  η D.F. της “on-off” µη γραµµικότητας. 

 
Προκειµένου να αντισταθµιστεί η επίδραση της τριβής στην απόκριση του 

συστήµατος µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο τριβής (π.χ. το κλασσικό µοντέλο 

Coulomb+ιξώδης τριβή), αφού πρώτα έχουν προσδιοριστεί πειραµατικά οι παράµετροί 

του, Σχ. 5-6. 
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Σχήµα 5-6. ∆οµικό διάγραµµα του γενικού συστήµατος 2ης τάξης µε πηγή τάσης και µε 
αντιστάθµιση τριβής. 

 
Σκοπός της χρησιµοποίησης ως µοντέλο αντιστάθµισης του ίδιου µοντέλου µε 

εκείνο που χρησιµοποιήθηκε για την τριβή της εγκατάστασης αποτελεί η εξαγωγή 

χρήσιµων συµπερασµάτων στην περίπτωση όπου υπάρχει και αντιστάθµιση. Το µοντέλο 

τριβής δίνει µία εκτίµηση της δύναµης τριβής χρησιµοποιώντας είτε την µετρούµενη είτε 

την εκτιµούµενη τιµή της ταχύτητας, οπότε µιλάµε για “feedback friction compensation” και 

“feed-forward friction compensation”, αντίστοιχα. Έστω ότι η τιµή της ταχύτητας η οποία 

χρειάζεται για να υπολογιστεί η δύναµη αντιστάθµισης θα δοθεί µε ανάδραση της 

ταχύτητας της µάζας (feedback friction compensation).  

Αν τεθεί: 

bbb ′−=∆  η διαφορά της εκτίµησης της τιµής του συντελεστή ιξώδους τριβής 

b′  από την πραγµατική του τιµή b , 

ccc TTT ′−=∆  η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής Coulomb cT ′  από την 

πραγµατική της τιµή cT . 

τότε, το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 5-6 µπορεί να µετασχηµατιστεί στο ακόλουθο: 
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Σχήµα 5-7. Τροποποιηµένο δοµικό διάγραµµα του γενικού συστήµατος 2ης τάξης µε πηγή 
τάσης και µε αντιστάθµιση τριβής. 

 
Από το παραπάνω δοµικό διάγραµµα προκύπτει η συνάρτηση µεταφοράς του 

συστήµατος: 

 

( ) ( ) aa
a

T
ca

T
vplant

RKsR
R
K

XNTbBsJR

K
G

⋅+⋅⋅







+⋅∆+∆++⋅⋅

=
2

2
,  (5-12) 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Σ’ αυτήν την περίπτωση, ο κινητήρας διέπεται από την εξίσωση: 

 m T aT K i=  (5-13) 

Ο έλεγχος της έντασης του ρεύµατος στην είσοδο του κινητήρα θα µπορούσε να 

επιτευχθεί µε την χρησιµοποίηση ενός ενισχυτή εύρους παλµού (PWM), ο οποίος δίνει 

στην έξοδο του ρεύµα ανάλογης έντασης µε την τάση ρεύµατος της εισόδου του. Αν 

υποτεθεί ότι ampK  είναι ο λόγος της έντασης ρεύµατος της εξόδου, ai , προς την τάση 

ρεύµατος της εισόδου, κV , τότε: 

 a ampi K Vκ=  (5-14) 

Η συνολική διαφορική εξίσωση του συστήµατος προκύπτει από τις Εξ. (5-5), (5-6), 

(5-13), (5-14), και είναι η ακόλουθη:  

 ( )sgnamp T cJ V K K B K b Tκθ θ θ θ θ= − − − −  (5-15) 
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Για τον προσδιορισµό της παράστασης του συστήµατος στο διάστηµα κατάστασης, 

εκλέγονται ως µεταβλητές κατάστασης οι: 

 1

2

x

x

θ

θ

=


=
 (5-16) 

οπότε ισοδύναµα προκύπτει: 

 
( ) ( )

1 2

2

1 sgnamp T c

x x

x V K K B b K T
J κ θ θ θ

=

  = − + − −  

 (5-17) 

Με την βοήθεια της εξίσωσης (5-17) δηµιουργείται το δοµικό διάγραµµα του 

συστήµατος, το οποίο φαίνεται στο Σχ. 5-8. 

 

 

Σχήµα 5-8. ∆οµικό διάγραµµα του συστήµατος 2ης τάξης µε πηγή ρεύµατος. 

 
Αν αντισταθµιστεί η τριβή χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής 

(Coulomb+ιξώδη τριβή), το δοµικό διάγραµµα του συστήµατος θα δίνεται από το Σχ. 5-9. 

Από το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 5-9 προκύπτει η συνάρτηση µεταφοράς του 

συστήµατος, η οποία είναι η εξής: 

 
( ), 2

1
plant i

c

G
Js b B T N X s K

=
+ ∆ + + ∆ +  

 (5-18) 
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Σχήµα 5-9. Τροποποιηµένο δοµικό διάγραµµα του γενικού συστήµατος 2ης τάξης µε πηγή 
ρεύµατος και µε αντιστάθµιση τριβής. 

 

5.2.2.2 Προσθήκη PD κατευθυντή 
Αν στο σύστηµα του Σχ. 5-7 ή του 5-9 προστεθεί ένας PD κατευθυντής, τότε προκύπτει το 

σύστηµα: 

 

 

Σχήµα 5-10. ∆οµικό διάγραµµα του συστήµατος 2ης τάξης µετά την προσθήκη του PD 
κατευθυντή. 

 
Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος του Σχ. 5-10 δίνεται από την εξίσωση: 

 
1

p plant
total

d plant p plant

K G
G

K G s K G
=

+ +
 (5-19) 

και η χαρακτηριστική εξίσωση από την εξίσωση: 

 1 0d plant p plantK G s K G+ + =  (5-20) 

ή ισοδύναµα από την εξίσωση: 

 
1

plant
p d

G
K K s

= −
+

 (5-21) 

 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
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Από τις Εξ. (5-12), (5-19) προκύπτει ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συνολικού 

συστήµατος για την περίπτωση του ελέγχου µε πηγή τάσης είναι η εξής: 

( ) ( ) ( ), 2 2
p T

total v
a a a c a T T d T p a

K K
G

R J s BR bR T R N X K K K s K K KR
=

 + + ∆ + ∆ + + + + 
 (5-22) 

και η χαρακτηριστική εξίσωση: 

 
( ) ( )2 2

1T

p da a a c a T a

K
K K sR J s BR bR T R N X K s KR

= −
+ + + ∆ + ∆ + + 

 (5-23) 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Από τις Εξ. (5-18), (5-19) προκύπτει ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συνολικού 

συστήµατος για την περίπτωση του ελέγχου µε πηγή ρεύµατος είναι η εξής: 

 
( )( ) ( ), 2

p amp T
total i

c d amp T p amp T

K K K
G

Js b B T N X K K K s K K K K
=

+ ∆ + + ∆ + + +
 (5-24) 

και η χαρακτηριστική εξίσωση: 

 
( )2

1amp T

p dc

K K
K K sJs b B T N X s K

= −
++ ∆ + + ∆ +  

 (5-25) 

 

5.2.2.3 Εφαρµογή της M.E.D.F. 
 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Αποµονώνοντας το µη γραµµικό τµήµα του συστήµατος, που εκφράζεται από την “on-off” 

D.F., ( )N X , η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος, Εξ. (5-23), γράφεται: 

 
( )

( )
( ) ( ) ( )2 2

1 c a

a a a T T d T p a

T R s
N X R J s BR bR K K K s K K KR

∆
− =

+ + ∆ + + + +
 (5-26) 

Αν τεθεί: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

c a
L

a a a T T d T p a

T R s
G s

R J s BR bR K K K s K K KR
∆

=
+ + ∆ + + + +

 (5-27) 

τότε, η Εξ. (5-26) γράφεται: 

 
( ) ( )1

LG s
N X

− =  (5-28) 

µε: 
4( )N X
Xπ

=  (5-29) 

όπως έχει υπολογιστεί στο [73]. 
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Αντικαθιστώντας στην Εξ. (5-27) το s  µε το jω  προκύπτει: 

 ( ) ( )
( ) ( )2 2

c a
L

T p a a a a T T d

T R j
G j

K K KR R J BR bR K K K j
ω

ω
ω ω

∆
=

 + − + + ∆ + + 
 (5-30) 

Αν τεθεί: 

 

( )
2

2

c a

T p a a

a a T T d

A T R

B K K KR R J

C BR bR K K K

ω

ω

ω

= ∆

= + −

= + ∆ + +

 (5-31) 

τότε, η Εξ.(5-30) γράφεται: 

 ( ) 2 2 2 2L
AC ABG j j

B C B C
ω = −

+ +
 (5-32) 

Για να εντοπιστεί L.C. θα πρέπει, σύµφωνα µε τις Εξ. (5-28), (5-29), η εξίσωση: 

 ( )
4L
XG j πω = −  (5-33) 

να έχει λύση. ∆εδοµένου, όµως, ότι το πλάτος του L.C. είναι 0X > , για να έχει λύση η Εξ. 

(5-33) θα πρέπει, σύµφωνα µε την Εξ. (5-32), να ισχύει: 

 
( ){ }
( ){ }

Re 0

Im 0
L

L

G j

G j

ω

ω

 <


=
 (5-34) 

ή ισοδύναµα: 

( ) ( )

( ) ( )

2

0, 00, 0

0, 00, 00
0 0 0

0 0

c a a T T d

c a a T T d

c a

T p a a

T R R B b K K KA C

T R R B b K K KA CA C
A B A T R

B K K KR R J

ω

ηη
ω

ω
η η

ω

∆ < + ∆ + + >   < >    ∆ > + ∆ + + < > <⋅ <    ⇔ ⇔  ⋅ = =   ∆ =     =  + − =

 (5-35) 

Επειδή, όµως, ισχύει 0aR ω > , οι συνθήκες της Εξ. (5-35) ισοδύναµα γράφονται: 

 

( ) ( )

( ) ( )

0, 0

0, 0

c a T T d

c a T T d

T p a

a

T R B b K K K

T R B b K K K

K K KR
R J

η

ω

∆ < + ∆ + + >  

∆ > + ∆ + + <   


+
=



 (5-36) 

Εποµένως, L.C. θα εµφανιστεί αν και µόνον αν ισχύει: 
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( ) ( )

( ) ( )

0, 0

0, 0

c a T T d

c a T T d

T R B b K K K

T R B b K K K

η

∆ < + ∆ + + >  

∆ > + ∆ + + <   

 (5-37) 

∆εδοµένου ότι το συνολικό σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς που δίνεται από 

την Εξ. (5-22), το ίδιο σύστηµα χωρίς όµως την µη γραµµικότητα της τριβής θα έχει 

συνάρτηση µεταφοράς: 

( )
( ) ( ) ( )2 2

p T
linear

a a a T T d T p a

K K
G s

R J s BR bR K K K s K K KR
=

⋅ + + ∆ + + ⋅ + +
 (5-38) 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο ευστάθειας γραµµικών συστηµάτων των Routh-Harwitz 

στο σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς που δίνεται από την Εξ. (5-22), προκύπτει ότι για 

να είναι το σύστηµα αυτό ευσταθές θα πρέπει να ισχύουν τα εξής: 

 2 2

0

0 0
0

a

a a T T d a a T T d

T p a

R J

BR bR K K K BR bR K K K
K K KR

>
 + ∆ + + > ⇔ +∆ + + >
 + >

 (5-39) 

Συγκρίνοντας τις συνθήκες εµφάνισης L.C., Εξ. (5-37) µε την συνθήκη ευστάθειας 

του συνολικού συστήµατος χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής, Εξ. (5-39), 

προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

 
Συµπέρασµα 5-1: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PD κατευθυντή, αν δεν υπάρχει 

αντιστάθµιση της τριβής, δηλαδή 0c cT T∆ = > , ή αν υπάρχει αντιστάθµιση της τριβής 

χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής, µε 0cT∆ > , L.C. θα εµφανιστεί αν και 

µόνον αν το συνολικό σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ασταθές. 

Το συµπέρασµα 5-1 ταυτίζεται µε την διαπίστωση του Amin, βλ. Παρ. 5.2.1. 

 
Συµπέρασµα 5-2: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PD κατευθυντή, αν υπάρχει 

αντιστάθµιση της τριβής χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής, µε 0cT∆ < , L.C. 

θα εµφανιστεί αν και µόνον αν το συνολικό σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής 

είναι ευσταθές. 

 
∆εδοµένου ότι πάντοτε τα κέρδη του PD κατευθυντή είναι θετικοί αριθµοί από τα 

συµπεράσµατα 5-1, 5-2 προκύπτουν οι κάτωθι περιπτώσεις: 
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Πίνακας 5-1. Χάρτης εντοπισµού L.C. σε σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή 
Coulomb+ιξώδη, µε έλεγχο τάσης και PD κατευθυντή. 

 0b∆ >  0b∆ <  

0cT∆ >  ∆εν προβλέπεται να εµφανιστεί 
L.C.. 

Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. 

όταν: 
2

a T a
d

T

bR K BRK
K

−∆ − −
<  

0cT∆ <  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. 

όταν: 
2

a T a
d

T

bR K BRK
K

−∆ − −
>  

 
Από τον Πίν. 5-1 προκύπτει ότι υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες ο εντοπισµός 

L.C. είναι αναπόφευκτος και περιπτώσεις στις οποίες µπορεί να αποφευχθεί. Αυτό 

συµβαίνει διότι ο εντοπισµός L.C., σύµφωνα µε την Εξ. (5-39) και υποθέτοντας ότι τα 

στοιχεία του συστήµατος είναι σταθερά εκτός των κερδών του κατευθυντή, εξαρτάται µόνο 

από το κέρδος dK , δηλαδή µόνο από µία ανεξάρτητη, θετική µεταβλητή. Αν αντιθέτως 

υπήρχε εξάρτηση και από το άλλο κέρδος του κατευθυντή pK  τότε σε κάθε περίπτωση ο 

εντοπισµός L.C. θα µπορούσε να αποφευχθεί. Συνοψίζοντας, ισχύει το ακόλουθο 

συµπέρασµα: 

 

Συµπέρασµα 5-3: 
Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PD κατευθυντή, αν υπάρχει 

αντιστάθµιση της τριβής χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής, ο εντοπισµός L.C. 

εξαρτάται µόνο από µία ανεξάρτητη, θετική µεταβλητή (το κέρδος dK  του κατευθυντή), µε 

αποτέλεσµα να υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες να µην µπορεί να αποφευχθεί. 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Με βάσει την χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος, βλ. Εξ. (5-25), και ακολουθώντας 

την ίδια διαδικασία µε την περίπτωση του ελέγχου µε πηγή τάσης προκύπτουν οι 

περιπτώσεις εντοπισµού L.C. που παρατίθενται στον Πίν. 5-2. 

Επίσης, ισχύουν τα ίδια ακριβώς συµπεράσµατα που προέκυψαν για την 

περίπτωση του ελέγχου µε πηγή τάσης, συµπεράσµατα 5-1, 5-2, 5-3. 
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Πίνακας 5-2. Χάρτης εντοπισµού L.C. σε σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή 
Coulomb+ιξώδη, µε έλεγχο ρεύµατος και PD κατευθυντή. 

 0b∆ >  0b∆ <  

0cT∆ >  ∆εν προβλέπεται να εµφανιστεί 
L.C.. 

Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. 

όταν: 
Tamp

d KK
BbK −∆−

<  

0cT∆ <  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. 

όταν: 
Tamp

d KK
BbK −∆−

>  

 

5.2.2.4 Ακρίβεια προσδιορισµού των χαρακτηριστικών του L.C. 
 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Όπως βρέθηκε στην Παρ. 4.1.2 κατά την εφαρµογή της D.F.A. οι τιµές των 

χαρακτηριστικών του L.C. (πλάτος και συχνότητα), εφ’ όσον προβλέπεται να εµφανιστεί 

(πράγµα που σηµαίνει ότι θα ισχύει και 0 0cT X∆ ≠ ⇔ ≠ ) υπολογίζονται από τις Εξ. (5-

32), (5-33), ως εξής: 

 ( )
( ){ }
( ){ }

2 2
Re

4 4
4 Im 0 0

L
L

L

X AC XG jXG j B C
G j A B

π πωπω
ω

 = − = − = − ⇔ ⇔ ⇔+ 
 = ⋅ =

 (5-40) 

 2 2

4

0

ACX
B C

B
π

 = − ⋅⇔ +
 =

 (5-41) 

οπότε προκύπτει ότι: 

 

( ) ( )
( ) ( )

2

222 2

4 c a a a T T d

T p a a a a T T d

T p a

a

T R BR bR K K K
X

K K KR R J BR bR K K K

K K KR
R J

ω ω

π ω ω

ω

  ∆ ⋅ + ∆ + + ⋅  = − ⋅
  + − + + ∆ + + ⋅  
 +
 =


 (5-42) 

Άρα, η συχνότητα και το πλάτος του L.C. δίνονται από την εξίσωση: 

 
( )

. .

. .

4 c
L C

T
T d

a

T p a
L C

a

TX KB b K K
R

K K KR
R J

π

ω

∆ = − ⋅
+ ∆ + ⋅ +


 +
 =


 (5-43) 
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Όπως έχει ήδη αναφερθεί στον ορισµό της D.F., βλ. Παρ. 4.2.1, η µέθοδος 

ανάλυσης D.F.A. µπορεί να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσµατα εφ’ όσον µόνον η βασική 

συνιστώσα της εξόδου είναι σηµαντική, που σηµαίνει ότι οι υψηλότερες αρµονικές είναι 

κατά πολύ εξασθενηµένες σε σχέση µε την βασική. Εξετάζοντας το ισοδύναµο δοµικό 

διάγραµµα ενός συστήµατος µε τριβή, βλ. Σχ. 5-2, προκύπτει ότι για εξαιρετική ακρίβεια 

θα πρέπει η συνάρτηση µεταφοράς ( )LG s  να εξασθενεί όλες τις υψηλότερες αρµονικές, 

διότι µόνο τότε µπορεί η N  να θεωρηθεί ως ένα πραγµατικό ή µιγαδικό κέρδος και κατά 

συνέπεια να ισχύσει η D.F.A. 

Αποτελεί κοινό τόπο ότι η ικανοποιητική εξασθένηση των υψηλότερων αρµονικών 

από ένα γραµµικό στοιχείο εξαρτάται άµεσα από το διάγραµµα Bode της συνάρτησης 

µεταφοράς του στοιχείου αυτού. Αν λοιπόν είναι γνωστές οι αρµονικές που εµφανίζονται 

στο σύστηµα µπορεί να αξιολογηθεί ο βαθµός εξασθένησης των υψηλότερων έναντι της 

βασικής αρµονικής ελέγχοντας την διαφορά που υπάρχει µεταξύ των λογαριθµικών 

µέτρων της συνάρτησης µεταφοράς σ’ αυτές τις συχνότητες. ∆εδοµένου µάλιστα ότι σε 

συστήµατα µε τριβή η µη γραµµικότητα είναι περιττή συνάρτηση (“odd function”) οι 

αρµονικές που αναµένεται να εµφανιστούν θα απέχουν µεταξύ τους τρεις φορές την 

βασική συνιστώσα. Αυτό σηµαίνει ότι η διαφορά µεταξύ του λογαριθµικού µέτρου της 

συνάρτησης µεταφοράς (του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος) που αντιστοιχεί στην 

βασική αρµονική συνιστώσα ενός L.C., . .L Cω , και του λογαριθµικού µέτρου που 

αντιστοιχεί στην ακριβώς επόµενη υψηλότερη αρµονική συνιστώσα, . .3 L Cω , µπορεί να 

υπολογιστεί και είναι ίση µε: 

 ( ) ( )( )10 . . 10 . .20 log 20 log 3L L C L L CG G j G jω ω∆ = − ⋅ + ⋅  (5-44) 

Στη συνέχεια εξετάζεται µε προσοµοίωση στο Matlab/Simulink η σχέση µεταξύ της 

διαφοράς G∆  και της ικανοποιητικής πρόβλεψης χαρακτηριστικών L.C. 

Το σύστηµα που χρησιµοποιήθηκε στις προσοµοιώσεις έχει τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά: 

 2

0.002 , 0 sec/ , 10 , 0.105 / ,

0.005 / , 0.005 , 0.005 sec/ ,
5 / , 4.25 sec/

c a T

p d

T Nm b Nm rad R Ohm K Nm A

K Nm rad J Kg m B Nm rad
K Volt rad K Volt rad

∆ = − ∆ = ⋅ = =

= = ⋅ = ⋅
= = ⋅

 (5-45) 

Οι τιµές των παραµέτρων του κινητήρα, είναι τυπικές τιµές για έναν κινητήρα 

συνεχούς ρεύµατος µόνιµου µαγνήτη. Επίσης, η τιµή της ροπής αδράνειας του 

κινούµενου σώµατος και των περιστρεφόµενων τµηµάτων του συστήµατος, J , η σταθερά 

του ελατηρίου, K , και η τιµή της σταθεράς του αποσβεστήρα, B , είναι τυχαία 

επιλεγµένες. Όσον αφορά τις διαφορές στην εκτίµηση των παραµέτρων της τριβής, 
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,cT b∆ ∆ , η επιλογή τους έχει γίνει σύµφωνα µε τον χάρτη εντοπισµού L.C. του Πίν. 5-1 

έτσι ώστε να εµφανίζεται L.C. Με το ίδιο κριτήριο έχουν επιλεγει και τα κέρδη του PD 

κατευθυντή. 

Τότε, η συνάρτηση µεταφοράς του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος, ( )LG s , 

που δίνεται από την Εξ. (5-32), είναι γνωστή. Εποµένως, είναι γνωστή και η απόκριση του 

ισοδύναµου συστήµατος που δίνεται από το Σχ. 5-2. Ειδικότερα, αν υποθέσουµε ότι η 

είσοδος στο ισοδύναµο σύστηµα είναι µία βηµατική συνάρτηση, τότε απόκριση του δίνεται 

στο Σχ. 5-11. 
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Σχήµα 5-11. Τυπική απόκριση του συστήµατος του Σχ. 5-2 µε L.C. 

 
Αν µετασχηµατιστεί κατά Fourier το σήµα του Σχ. 5-11 (µετασχηµατισµός FFT) τότε 

µπορούν να βρεθούν οι αρµονικές από τις οποίες αποτελείται το σήµα αυτό. Ειδικότερα, 

στο συγκεκριµένο παράδειγµα το φάσµα ισχύος του σήµατος δίνεται στο Σχ. 5-12. 

Μ’ αυτόν τον τρόπο είναι γνωστές οι αρµονικές του σήµατος εξόδου του 

συστήµατος, οπότε µπορούν να συγκριθούν µε εκείνες που προκύπτουν θεωρητικά, 

δηλαδή µε εκείνες που προκύπτουν κατά την εφαρµογή της ανάλυσης M.E.D.F. 
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Σχήµα 5-12. Φάσµα ισχύος του σήµατος εξόδου από το σύστηµα του Σχ. 5-2. 

 
Επίσης, σχεδιάζοντας το διάγραµµα Bode του γραµµικού τµήµατος του 

συστήµατος, µπορεί να ελεγχθεί αν υπάρχει σχέση µεταξύ της ακρίβειας προσδιορισµού 

του πλάτους και της συχνότητας της παραµένουσας ταλάντωσης µε την διαφορά 

λογαριθµικού µέτρου της δεύτερης από την βασική αρµονική συνιστώσα (οι τελευταίες 

προέκυψαν θεωρητικά µε την µέθοδο ανάλυσης M.D.F.E.). Ειδικότερα, στην περίπτωση 

των χαρακτηριστικών του συστήµατος µε βάσει τα οποία σχεδιάστηκε η απόκριση του Σχ. 

5-11, το διάγραµµα Bode δίνεται στο Σχ. 5-13. 

Από το διάγραµµα Bode του Σχ. 5-13 υπολογίζεται η διαφορά λογαριθµικού 

µέτρου, G∆ , µεταξύ της βασικής αρµονικής συνιστώσας και της ακριβώς επόµενης 

αρµονικής. 
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Σχήµα 5-13. ∆ιάγραµµα Bode του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος του Σχ. 5-2. 

 
Μετρώντας την διαφορά λογαριθµικού µέτρου για διάφορες τιµές των κερδών του 

PD κατευθυντή συγκροτήθηκε ο ακόλουθος πίνακας: 

 
Πίνακας 5-3. Σύγκριση των θεωρητικών τιµών του πλάτους και της συχνότητας του L.C. 
µε εκείνες που προέκυψαν µε προσοµοίωση στο Matlab/Simulink για συστήµατα 2ης τάξης 
µε έλεγχο τάσης και PD κατευθυντή. 

α.α. d

p

K
K

 pK  . .L Cω  . .,L C sω  eω  . .L CX  . .,L C sX  Xe  G∆  St

 ( )sec  
V
rad

 
 
 

 
sec
rad 

 
  sec

rad 
 
 

( )%  
sec
rad 

 
  sec

rad 
 
 

 ( )%  ( )dB  

1 0.850 5 3.391 0.475 86.0 0.050 0.065 30.0 2.539 1 

2 0.650 5 3.391 0.700 79.4 0.063 0.077 22.2 3.548 1 

3 0.550 5 3.391 0.807 76.2 0.073 0.085 16.4 4.267 1 

4 0.350 5 3.391 2.400 29.2 0.104 0.110 5.80 6.447 1 

5 0.250 5 3.391 2.850 16.0 0.133 0.135 1.50 8.149 1 

6 0.150 5 3.391 3.150 7.10 0.182 0.178 2.20 10.60 1 
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7 0.046 95 14.16 13.25 6.40 0.049 0.047 4.10 11.52 1 

8 0.046 45 9.772 9.450 3.00 0.092 0.088 4.30 13.60 1 

9 0.050 25 7.314 7.200 1.60 0.133 0.127 4.50 14.27 1 

10 0.046 15 5.701 5.650 0.90 0.191 0.183 4.20 15.24 1 

11 0.026 25 7.314 7.300 0.20 0.197 0.190 3.60 17.63 1 

12 0.021 25 7.314 7.320 0.10 0.219 0.213 2.70 18.54 1 

13 0.016 45 9.772 9.750 0.20 0.187 0.182 2.70 19.64 1 

14 0.011 95 14.16 14.12 0.30 0.149 0.146 2.00 20.91 1 

15 0.011 85 13.40 13.37 0.20 0.160 0.157 1.80 21.04 1 

16 0.006 95 14.16 14.20 0.30 0.211 0.208 1.40 23.90 1 

17 0.001 35 8.631 8.700 0.80 0.394 0.390 1.00 25.02 1 

18 0.001 55 10.79 10.86 0.60 0.381 0.378 0.80 26.70 1 

19 0.001 65 11.73 11.80 0.60 0.376 0.371 1.30 27.30 1 

20 0.001 85 13.40 13.45 0.40 0.364 0.361 0.80 28.15 1 

 
όπου: 

. .L Cω   η συχνότητα του L.C. κατά την D.F.A., Εξ. (5-43), σε 

rad/sec, 

. .,L S sω   η συχνότητα του L.C. που προέκυψε από την προσοµοίωση 

στο Matlab/Simulink, σε rad/sec, 

. . . .,

. .

L C L C s

L C

eω
ω ω

ω
−

=  το σχετικό σφάλµα στον προσδιορισµό της συχνότητας του 

L.C., 

. .L CX       το πλάτος του L.C. κατά την D.F.A., Εξ. (5-43), σε rad/sec, 

. .,L C sX   το πλάτος του L.C. που προέκυψε από την προσοµοίωση 

στο Matlab/Simulink, σε rad/sec, 

. . . .,

. .

L C L C s
X

L C

X X
e

X
−

=  το σχετικό σφάλµα στον προσδιορισµό του πλάτους του 

L.C., 

St     ένας δείκτης της ευστάθειας του συστήµατος χωρίς την µη 

γραµµικότητα της τριβής. Η τιµή «1» αντιστοιχεί σε ευσταθές 

σύστηµα, ενώ η τιµή «0» σε ασταθές. 
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Από τα στοιχεία του Πίν. 5-2 σχεδιάζεται η ακόλουθη γραφική παράσταση: 
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Σχήµα 5-14. Γραφική παράσταση του σφάλµατος στην προσέγγιση της τιµής του 
πλάτους και της συχνότητας του L.C για την περίπτωση ενός συστήµατος 2ης τάξης µε PD 
κατευθυντή. 

 
Από το Σχ. 5-14 προκύπτει ότι ικανοποιητική ακρίβεια στον προσδιορισµό των 

χαρακτηριστικών του L.C. επιτυγχάνεται για: 

 20G dB∆ >  (5-46) 

Κατά συνέπεια προκύπτει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-4: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας και µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό 

µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), η ακρίβεια στον προσδιορισµό των 

χαρακτηριστικών του L.C. εξαρτάται άµεσα από την διαφορά λογαριθµικού µέτρου στο 

διάγραµµα Bode της συνάρτησης µεταφοράς του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος, 

µεταξύ των συχνοτήτων . .L Cω  και . .3 L Cω . Μάλιστα αν η διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη 

από «20dB» τότε η ακρίβεια είναι εξαιρετική. 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
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Με τρόπο ανάλογο µε εκείνον που εφαρµόστηκε στην περίπτωση του ελέγχου µε πηγή 

τάσης προκύπτει ότι το πλάτος και η συχνότητα στην περίπτωση του ελέγχου µε πηγή 

ρεύµατος είναι: 

 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

⇔













+
=

+∆++−+

+∆+⋅∆
⋅−=

J
KKKK

KKKbBJKKKK

KKKbBT
X

pTamp

dTamppTamp

dTampc

ω

ωω

ωω
π 222

4

  

 
( ). .

. .

4 c
L C

amp T d

amp T p
L C

TX
B b K K K

K K K K
J

π

ω

∆ = − ⋅ + ∆ +⇔ 
+ =

 (5-47) 

Επιπλέον, δεδοµένου ότι η δοµή του συστήµατος σ’ αυτήν την περίπτωση δεν 

αλλάζει, το συµπέρασµα 5-4 ισχύει και για την περίπτωση του ελέγχου µε πηγή ρεύµατος. 

 

5.2.2.5 Σχέση µεταξύ της διαφοράς ∆G και της απόσβεσης ζ του γραµµικού 
τµήµατος ενός συστήµατος 2ης τάξης 
 
Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Η συνάρτηση µεταφοράς του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος, βλ. Εξ. (5-27), µπορεί 

να γραφεί ως εξής: 

( ) 2 2 2
2 2

c

L
T p aa a T T d n n

a a

T s rsJG s K K KRBR bR K K K ss s
R J R J

ζω ω

∆

= =
++ ∆ + + + ++ +

 (5-48) 

όπου: 

 
( )

2

, ,
2

T p aa a T T d c
n

aT p a a

K K KRBR bR K K K Tr
R J JK K KR R J

ζ ω
++ ∆ + + ∆

= = =
+

 (5-49) 

Εποµένως: 

� Για ns jω= : 

 ( )
2n

n

rG jω
ζω

=  (5-50) 

� Για ( )3 ns j ω= : 
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 ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

3 18 243
8 6 64 36 64 36L n

n n n n

r j r rG j j
j

ζω
ω ζω ω ζ ω ζ

= = −   − + + +
 (5-51) 

Η διαφορά G∆  υπολογίζεται από την Εξ. (5-44), και σ’ αυτήν την περίπτωση είναι: 

 ( ) ( )10 . . 10 . .20 log 20 log 3L C L CG G j G jω ω∆ = − ⋅ + ⋅ ⇔     

 
( )
( )

. .
10

. .

3
20 log L C

L C

G j
G

G j
ω
ω

  ⇔ ∆ = ⋅ ⇔   

 ( )2 2
10 2

220 log 18 24
64 36

G ζ ζ
ζ

⇔ ∆ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⇔
+

  

 ( )2 2
10 2

220 log 18 24
64 36

G ζ ζ
ζ

 
⇔ ∆ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⇔ + 

 (5-52) 

Από την Εξ. (5-52) φαίνεται ότι η διαφορά G∆  εξαρτάται µόνο από την απόσβεση 

ζ  του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος 2ης τάξης. Έτσι η ανισότητα 20G dB∆ >  

µπορεί να αναχθεί σε µία ανισότητα του ζ . Συγκεκριµένα: 

 ( )2 2
10 2

220 20 log 18 24 20
64 36

DG dB ζ ζ
ζ

 
> ⇔ + > ⇔ + 

  

 

( )

( )

2 2
2

2 2
2

2 18 24 10
64 36

2 18 24 0.1
64 36

ζ ζ
ζ

η
ζ ζ
ζ

 + > +⇔ ⇔

 + <

+

  

 

4 2128304 458496 409600 0

0.134

ζ ζ
η
ζ

+ + <
⇔ 
 <

 (5-53) 

Η πρώτη από τις δύο ανισότητες της Εξ. (5-53) είναι αδύνατον να ισχύει οπότε 

προκύπτει ότι: 

 20 0.134G dB ζ∆ > ⇔ <  (5-54) 

Εποµένως το συµπέρασµα 5-4 ανάγεται στο εξής: 

 
Συµπέρασµα 5-5: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας και µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό 

µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), η ακρίβεια στον προσδιορισµό των 

χαρακτηριστικών του L.C. εξαρτάται άµεσα από την απόσβεση του γραµµικού τµήµατος 



5 Η D.F.A. σε µη γραµµικά συστήµατα µε τριβή 

99 

του συστήµατος. Μάλιστα αν η απόσβεση είναι µικρότερη από «0.134» τότε η ακρίβεια 

είναι εξαιρετική. 

 

5.2.2.6 Οδήγηση του συστήµατος σε περιοχή προσδιορισµού των 
χαρακτηριστικών του L.C. µε εξαιρετική ακρίβεια 
 
Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Από τον Πίν. 5-1 προκύπτει ότι υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες είναι αδύνατον να 

αποφευχθεί ο εντοπισµός L.C. (συγκεκριµένα αυτό συµβαίνει όταν 0b∆ >  και 0cT∆ < ). 

Τότε, θα ήταν αναγκαίο το σύστηµα να οδηγηθεί σε περιοχή λειτουργίας όπου τα 

χαρακτηριστικά του L.C. µπορούν να προσδιοριστούν µε εξαιρετική ακρίβεια. 

Από τις Εξ. (5-49), (5-54) προκύπτει ότι για να ισχύει αυτό θα πρέπει να ισχύει: 

 
( )

2

0.134
2

a a T T d

T p a a

BR bR K K K

K K KR R M

+ ∆ + +
< ⇔

+
  

 
( ) 22

0.268
a T T d a

p
a T

B b R K K K R MKK
R M M K

 + ∆ + +  ⇔ ≥ −  
   

 (5-55) 

Με άλλα λόγια πάντοτε θα υπάρχει κάποιο pK  που θα µπορεί να οδηγήσει το 

σύστηµα σε περιοχή όπου τα χαρακτηριστικά του L.C. θα υπολογίζονται µε εξαιρετική 

ακρίβεια. Οι παρατηρήσεις αυτές συµπυκνώνονται στο ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-6: 

Σε ένα σύστηµα 2ας τάξης, µιας µάζας και µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό 

µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), η ύπαρξη αντιστάθµισης της τριβής  

� µε 0b∆ <  οδηγεί σε περιοχή λειτουργίας όπου ο εντοπισµός L.C. εξαρτάται 

από το κέρδος dK , οπότε µπορεί να αποφευχθεί µε κατάλληλη επιλογή του. 

� µε 0b∆ >  οδηγεί σε περιοχή λειτουργίας όπου ο εντοπισµός L.C. δεν 

εξαρτάται από κανένα κέρδος, ενώ στην περίπτωση που εντοπιστεί ( 0cT∆ < ), 

η ακρίβεια στον προσδιορισµό του πλάτους και της συχνότητας εξαρτάται από 

το κέρδος pK . Μάλιστα όταν: 
( ) 22

0.268
a T T d a

p
a T

B b R K K K R MKK
R M M K

 + ∆ + +  ≥ −  
   

 

η ακρίβεια είναι εξαιρετική. 
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5.2.3 Συστήµατα 2ης τάξης µε PID κατευθυντή 

5.2.3.1 Μοντελοποίηση 
Στην περίπτωση ενός συστήµατος 2ης τάξης µε PID έλεγχο, το σύστηµα χωρίς τον 

κατευθυντή δεν διαφέρει από το σύστηµα που µοντελοποιήθηκε στην Παρ. 5.2.2.1. 

Αν σ’ αυτό το σύστηµα εισαχθεί ένας PID κατευθυντής τότε προκύπτει το δοµικό 

διάγραµµα του ακόλουθου σχήµατος: 

 

 

Σχήµα 5-15. ∆οµικό διάγραµµα του συστήµατος 2ης µετά την προσθήκη του PID 
κατευθυντή. 

 
Για το σύστηµα του Σχ. 5-15 η συνάρτηση µεταφοράς δίνεται από την εξίσωση: 

 
1

1 1

i
p plant

total
i

d plant p plant

K K G
sG

KK G s K G
s

 + 
 =

 + + + 
 

 (5-56) 

όπου: 

iK   το κέρδος του ολοκληρωτικού ελέγχου σε ( )1 sec , 

 
και η χαρακτηριστική εξίσωση από την εξίσωση: 

 1 1 0i
d plant p plant

KK G s K G
s

 + + + = 
 

 (5-57) 

ή ισοδύναµα από την εξίσωση: 

 
1

1
plant

i
d p

G
KK s K
s

= −
 + + 
 

 (5-58) 

Όπως και στην περίπτωση του PD κατευθυντή, έτσι και στην περίπτωση του PID 

κατευθυντή διακρίνονται δύο περιπτώσεις: 

 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Από τις Εξ. (5-12) και (5-56) προκύπτει ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συνολικού 

συστήµατος είναι η: 
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( )

1, 0,
, 3 2

4, 3, 2, 1, 0,

v v
total v

v v v v v

a s a
G

b s b b N X s b s b
+

=
 + + + + 

 (5-59) 

όπου: 

iTpvv KKKba == ,0,0 , 

Tpv KKa =,1 , 

apTv KRKKb +=,1 , 

cav TRb ∆=,2 , 

dTTaav KKKbRBRb ++∆+= 2
,3 , 

JRb av =,4 . 

 
και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η: 

 ( )3 2
4, 3, 2, 1, 0, 0v v v v vb s b b N X s b s b + + + + =   (5-60) 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Από τις Εξ. (5-18) και (5-56) προκύπτει ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συνολικού 

συστήµατος είναι η: 

 
( )

1, 0,
, 3 2

4, 3, 2, 1, 0,

i i
total i

i i i i i

a s a
G

b s b b N X s b s b
+

=
 + + + + 

 (5-61) 

όπου: 

iTamppii KKKKba == ,0,0 , 

Tamppi KKKa =,1 , 

KKKKb Tamppi +=,1 , 

ci Tb ∆=,2  

dTampi KKKBbb ++∆=,3 , 

Jb i =,4 , 

και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η: 

 ( )3 2
4, 3, 2, 1, 0, 0i i i i ib s b b N X s b s b + + + + =   (5-62) 

 

5.2.3.2 Εφαρµογή της M.E.D.F. 
 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 



5 Η D.F.A. σε µη γραµµικά συστήµατα µε τριβή 

102 

Αποµονώνοντας το µη γραµµικό τµήµα του συστήµατος, που εκφράζεται από την D.F. 

( )N X , η Εξ. (5-60) γράφεται: 

 
( )

2
2,

3 2
4, 3, 1, 0,

1 v

v v v v

b s
N X b s b s b s b

− =
+ + +

 (5-63) 

Αν τεθεί: 

 ( )
2

2,
3 2

4, 3, 1, 0,

v
L

v v v v

b s
G s

b s b s b s b
=

+ + +
 (5-64) 

τότε, η Εξ. (5-63) γράφεται: 

 
( ) ( )1

LG s
N X

− =  (5-65) 

όπου: 

 ( )
X

XN
π
4

=  (5-66) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (5-64) το s  µε το ωj  προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )
2

2,
2 3

3, 0, 4, 1,

v
L

v v v v

b
G j

b b b b j
ω

ω
ω ω ω

−
=

− + + − +
 (5-67) 

Αν τεθεί: 

 

ωω

ω

ω

⋅+⋅−=

+⋅−=

⋅−=

vv

vv

v

bbF

bbE

bD

,1
3

,4

,0
2

,3

2
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 (5-68) 

τότε, η Εξ.(5-67) γράφεται: 

 ( ) j
FE
FD

FE
EDjGL ⋅

+
⋅

−
+
⋅

= 2222ω  (5-69) 

Για να εντοπιστεί L.C. θα πρέπει σύµφωνα µε τις Εξ. (5-65), (5-66), η εξίσωση: 

 ( )
4L
XG j πω ⋅

= −  (5-70) 

να έχει λύση. ∆εδοµένου, όµως, ότι το πλάτος του L.C. είναι 0X > , για να έχει λύση η Εξ. 

(5-70) θα πρέπει, σύµφωνα µε την Εξ. (5-69), να ισχύει: 

 
( ){ }
( ){ }

Re 0

Im 0
L

L

G j

G j

ω

ω

 <


=
 (5-71) 

ή ισοδύναµα: 
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 (5-72) 

 

( )

( )
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2
2, 3, 0,

1,2

4,
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b b b

b b b

b
b

ω

η

ω

ω

 > − + >

⇔ < − + <


=


 (5-73) 

Εποµένως, L.C. θα εµφανιστεί αν και µόνον αν ισχύει: 

 

4,
2, 3, 0,

1,

4,
2, 3, 0,

1,

0,

0,

v
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v

v
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b
b b b

b

b
b b b
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η


> <
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 (5-74) 

ή ισοδύναµα: 

 

( )

( )

2

2

0,

0,

a
c a a T T d p T i

T p a

a
c a a T T d p T i

T p a

R JT BR bR K K K K K K
K K KR

R JT BR bR K K K K K K
K K KR

η

∆ > + ∆ + + < +


∆ < + ∆ + + >

+

 (5-75) 

∆εδοµένου ότι το συνολικό σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς που δίνεται από 

την Εξ. (5-59), το ίδιο σύστηµα χωρίς όµως την µη γραµµικότητα της τριβής θα έχει 

συνάρτηση µεταφοράς: 

 1, 0,
, 3 2

4, 3, 1, 0,

v v
linear v

v v v v

a s a
G

b s b s b s b
⋅ +

=
⋅ + ⋅ + ⋅ +

 (5-76) 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο ευστάθειας γραµµικών συστηµάτων των Routh-Harwitz 

στο σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς που δίνεται από την Εξ. (5-76), και αφού 0, 0vb > , 

1, 0vb > , 4, 0vb > , προκύπτει ότι το σύστηµα είναι ευσταθές εφ’ όσον ισχύει: 
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 3, 1, 4, 0, 4,
3, 0,

3, 1,

0v v v v v
v v

v v

b b b b b
b b

b b
−

> ⇔ > ⋅  (5-77) 

ή ισοδύναµα εφ’ όσον ισχύει: 

 ( )2 a
a a T T d p T i

T p a

R JBR bR K K K K K K
K K KR

+ ∆ + + > ⋅
+

 (5-78) 

Συγκρίνοντας τις συνθήκες εµφάνισης L.C., βλ. Εξ. (5-75), µε την συνθήκη 

ευστάθειας του συνολικού συστήµατος χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής, Εξ. (5-78), 

προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

 

Συµπέρασµα 5-7: 
Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το µοντέλο 

(Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PID κατευθυντή, αν δεν υπάρχει 

αντιστάθµιση της τριβής, δηλαδή 0c cT T∆ = > , ή αν υπάρχει αντιστάθµιση της τριβής 

χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής, µε 0cT∆ > , L.C. θα εµφανιστεί αν και 

µόνον αν το συνολικό σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ασταθές. 

 

Το συµπέρασµα αυτό ταυτίζεται µε την διαπίστωση του Amin, βλ. Παρ. 5.2.1. 

 
Συµπέρασµα 5-8: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PID κατευθυντή, αν υπάρχει 

αντιστάθµιση της τριβής χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής, µε 0cT∆ < , L.C. 

θα εµφανιστεί αν και µόνον αν το συνολικό σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής 

είναι ευσταθές. 

 
∆εδοµένου ότι πάντοτε τα κέρδη του PID ελεγκτή είναι θετικοί αριθµοί, από τα 

συµπεράσµατα 5-7, 5-8 διακρίνονται οι περιπτώσεις εντοπισµού L.C. που δίνονται στον 

Πίν. 5-4. 

Από τον Πίν. 5-4 προκύπτει ότι ο εντοπισµός L.C. µπορεί σε κάθε πιθανό 

συνδυασµό των διαφορών b∆ , cT∆  να αποφευχθεί µε κατάλληλη επιλογή των κερδών, 

διότι εξαρτάται από τρεις ανεξάρτητες, θετικές µεταβλητές που είναι τα τρία κέρδη του PID 

κατευθυντή. Εποµένως, όταν σε ένα σύστηµα 2ης τάξης χρησιµοποιείται PID κατευθυντής 

το σύστηµα µπορεί να οδηγηθεί σε περιοχή λειτουργίας όπου δεν εντοπίζεται L.C. 

Συνοψίζοντας, προκύπτει το συµπέρασµα 5-9. 
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Πίνακας 5-4. Χάρτης εντοπισµού L.C. σε σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή 
Coulomb+ιξώδη, µε έλεγχο τάσης και PID κατευθυντή. 

 0b∆ >  ή 0b∆ <  

0∆ >cT  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. όταν: 

( ) ( ) ( )
( )

a T T d p T a
i

a p T

R B b K K K K K KR
K

R J K K
+ ∆ + + ⋅ +  >  

0cT∆ <  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. όταν: 

( ) ( ) ( )
( )

a T T d p T a
i

a p T

R B b K K K K K KR
K

R J K K
+ ∆ + + +  <  

 

Συµπέρασµα 5-9: 
Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή) και µε PID κατευθυντή, αν υπάρχει αντιστάθµιση της 

τριβής, ο εντοπισµός L.C. εξαρτάται από τρεις ανεξάρτητες, θετικές µεταβλητές (τα τρία 

κέρδη του PID κατευθυντή), µε αποτέλεσµα πάντοτε να µπορεί να αποφευχθεί µε 

κατάλληλη επιλογή των κερδών. 

 
Εποµένως, σ’ αυτά τα συστήµατα η οδήγηση του συστήµατος σε περιοχή 

λειτουργίας όπου τα χαρακτηριστικά του L.C. θα προσδιορίζονται µε εξαιρετική ακρίβεια 

δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία. Εντούτοις, στην επόµενη ενότητα αποδεικνύεται µε την 

βοήθεια προσοµοιώσεων ότι το κριτήριο της Εξ. (5-46), που αποδείχτηκε για συστήµατα 

2ης τάξης µε PD κατευθυντή, ισχύει και στην περίπτωση συστηµάτων 2ης τάξης µε PID 

κατευθυντή. 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Με βάσει την Εξ. (5-62) και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε την περίπτωση του 

ελέγχου µε πηγή τάσης προκύπτουν οι περιπτώσεις εντοπισµού L.C. που παρατίθενται 

στον Πίν. 5-5. 

Επίσης, ισχύουν τα ίδια ακριβώς συµπεράσµατα που προέκυψαν για την 

περίπτωση του ελέγχου µε πηγή τάσης (συµπεράσµατα 5-7, 5-8, 5-9). 
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Πίνακας 5-5. Χάρτης εντοπισµού L.C. σε σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή 
Coulomb+ιξώδη, µε έλεγχο ρεύµατος και PID κατευθυντή. 

 0b∆ >  ή 0b∆ <  

0∆ >cT  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. όταν: 

( ) ( )KKKK
JKKK
KKKBb

K Tampp
Tampp

dTamp
i +⋅

++∆
>  

0cT∆ <  Προβλέπεται να εµφανιστεί L.C. όταν: 

( ) ( )KKKK
JKKK
KKKBb

K Tampp
Tampp

dTamp
i +⋅

++∆
<  

 

5.2.3.3 Ακρίβεια προσδιορισµού των χαρακτηριστικών του L.C. 
 
(α) Έλεγχος µε πηγή τάσης 
Όπως βρέθηκε στην Παρ. 4.1.2 κατά την εφαρµογή της D.F.A. οι τιµές των 

χαρακτηριστικών του L.C. (πλάτος και συχνότητα), εφ’ όσον προβλέπεται να εµφανιστεί 

(πράγµα που σηµαίνει ότι θα ισχύει και 0 0cT X∆ ≠ ⇔ ≠ ), υπολογίζονται από τις Εξ. (5-

69), (5-70), ως εξής: 
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οπότε προκύπτει ότι: 
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 (5-80) 

Άρα, η συχνότητα και το πλάτος του L.C. δίνονται από την εξίσωση: 
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όπου οι παράµετροι ,i vb  ορίζονται στην Εξ. (5-59). 

Στον Πίν. 5-6 που παρατίθεται στη συνέχεια φαίνονται τα αποτελέσµατα των 

προσοµοιώσεων που έγιναν στο σύστηµα του Σχ. 5-2 (τα ( )LG s , ( )N X  ορίζονται στις 

Εξ. (5-64), (5-66)), για την επιβεβαίωση του κριτηρίου που εκφράζει η Εξ. (5-46). Το 

σύστηµα µοντελοποιήθηκε στο Matlab/Simulink, από το οποίο λαµβάνεται η έξοδος του 

συστήµατος (ταχύτητα σώµατος). 

Το σύστηµα που χρησιµοποιήθηκε στις προσοµοιώσεις έχει τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά: 

 
2

0.042 , 0 sec/ , 10 ,
0.105 / , 0 / , 0.0003 , 0 sec/

c a

T

T Nm b Nm rad R Ohm

K Nm A K Nm rad J Kgm B Nm rad

∆ = − ∆ = =

= = = =
  

Η επιλογή των παραµέτρων έγινε µε τα ίδια κριτήρια µε τα οποία έγινε η επιλογή των 

παραµέτρων του συστήµατος 2ης τάξης, βλ. Εξ. (5-45). 

 
Πίνακας 5-6. Σύγκριση των θεωρητικών τιµών του πλάτους και της συχνότητας του L.C. 
µε εκείνες που προέκυψαν µε προσοµοίωση στο Matlab/Simulink για συστήµατα 2ης τάξης 
µε έλεγχο τάσης και PID κατευθυντή. 

α.α. iK  dK  pK  . .L Cω  . .,L C sω ( )%eω . .L CX  . .,L C sX ( )%Xe  G∆  St  

1 1.0 0.500 0.50 4.183 1.670 60.1 8.835 12.76 44.4 1.448 1 

2 1.0 0.200 0.50 4.183 2.620 37.4 18.42 23.29 26.4 4.017 1 

3 1.0 0.050 0.50 4.183 3.750 10.4 40.28 41.38 2.70 8.920 1 

4 1.0 0.010 0.50 4.183 4.020 3.90 58.93 58.06 1.50 11.84 1 

5 1.0 0.010 0.90 5.613 5.490 2.20 58.93 57.25 2.90 14.18 1 

6 1.0 0.010 1.90 8.155 8.100 0.70 58.93 57.34 2.70 17.27 1 

7 1.0 0.001 3.50 11.07 11.08 0.10 65.78 65.29 0.70 20.81 1 

8 1.0 0.001 6.50 15.08 15.10 0.10 65.78 65.44 0.50 23.46 1 

9 1.0 0.001 13.5 21.74 21.78 0.20 65.78 65.52 0.40 26.62 1 

10 1.0 0.001 30.5 32.67 32.73 0.20 65.78 65.56 0.30 30.15 1 

 
Από τα στοιχεία του Πίν. 5-6 σχεδιάζεται η ακόλουθη γραφική παράσταση: 
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Σχήµα 5-16. Γραφική παράσταση του σφάλµατος στην προσέγγιση της τιµής του 
πλάτους και της συχνότητας του L.C για την περίπτωση ενός συστήµατος 2ης τάξης µε 
PΙD κατευθυντή. 

 
Από το Σχ. 5-16 επιβεβαιώνεται η ορθότητα του κριτηρίου της εξίσωσης (5-46), το 

οποίο µπορεί να επιβεβαιωθεί και για οποιαδήποτε άλλη αριθµητική επιλογή των 

στοιχείων του συστήµατος. Κατά συνέπεια, προκύπτει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-10: 

Σε ένα σύστηµα 2ης τάξης, µιας µάζας, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PID κατευθυντή η ακρίβεια στον 

προσδιορισµό των χαρακτηριστικών του L.C. εξαρτάται άµεσα από την διαφορά 

λογαριθµικού µέτρου, στο διάγραµµα Bode της συνάρτησης µεταφοράς του γραµµικού 

τµήµατος του συστήµατος, µεταξύ των συχνοτήτων . .L Cω  και . .3 L Cω . Μάλιστα, αν η 

διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη από «20dB» η ακρίβεια είναι εξαιρετική. 

 
(β) Έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Με τρόπο ανάλογο µε εκείνον που εφαρµόστηκε στην περίπτωση του ελέγχου µε πηγή 

τάσης προκύπτει ότι το πλάτος και η συχνότητα στην περίπτωση του ελέγχου µε πηγή 

ρεύµατος είναι: 
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 (5-82) 

ή ισοδύναµα: 
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 (5-83) 

όπου οι παράµετροι ,i ib  ορίζονται στην Εξ. (5-61). 

Επιπλέον, δεδοµένου ότι η δοµή του συστήµατος σ’ αυτήν την περίπτωση δεν 

αλλάζει, το συµπέρασµα 5-10 ισχύει και για την περίπτωση του ελέγχου µε πηγή 

ρεύµατος. 

 
5.2.4 Συστήµατα 4ης τάξης µε PD έλεγχο 

5.2.4.1 Μοντελοποίηση  
Έστω ένα σύστηµα 4ης τάξης, δύο µαζών, το οποίο µπορεί να ολισθαίνει όταν σ’ αυτό 

ασκηθεί µια εξωτερική δύναµη. Θεωρείται ότι η δύναµη αυτή ασκείται από έναν κινητήρα 

που είναι άµεσα συνδεδεµένος µε την µία εκ των δύο µαζών (π.χ. µέσω ενός κοχλία-

οδηγού): 

 

 

Σχήµα 5-17. Σύστηµα 4ης τάξης, δύο µαζών συνδεδεµένων µε ελατήριο και 
αποσβεστήρα. 
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Έστω ότι η δύναµη τριβής που εµφανίζεται κατά την κίνηση της µάζας 1M  µαζί µε 

την αντίστοιχη δύναµη της τριβής αντιστάθµισης περιγράφονται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), οπότε η συνολική δύναµη τριβής θα δίνεται από την 

εξίσωση: 

 ( ),1 1 1 ,1 1sgnf cF b x F x∆ = ∆ + ∆  (5-84) 

όπου: 

1 1 1b b b′∆ = −  είναι η διαφορά της εκτίµησης της τιµής του συντελεστή ιξώδους 

τριβής, 1b′ , από την πραγµατική του τιµή, 1b , 

,1 ,1 ,1c c cF F F ′∆ = −  είναι η διαφορά της εκτίµησης της τιµής της τριβής Coulomb, ,1cF ′  

από την πραγµατική της τιµή, ,1cF , 

 
Για λόγους απλοποίησης του προβλήµατος θα θεωρηθεί ότι η τριβή στην µάζα 2M  

είναι αµελητέα. 

Τότε, το σύστηµα του Σχ. 5-15 διέπεται από τις εξής διαφορικές εξισώσεις: 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 ,1 1 2

2 2 1 2 1 2

f mM x B x x F K x x F

M x B x x K x x

 = − − − ∆ − − +


= − + −
 (5-85) 

ή ισοδύναµα, λαµβανοµένου υπόψη της Εξ. (5-84), από τις εξισώσεις: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 ,1 1 1 1 1 2

2 2 1 2 1 2

sgnc mM x B x x F x b x K x x F

M x B x x K x x

 = − − − ∆ − ∆ − − +


= − + −
 (5-86) 

όπου: 

1M , 2M  οι δύο κινούµενες µάζες. Στην µάζα 1M  συµπεριλαµβάνονται και οι µάζες 

των περιστρεφόµενων τµηµάτων (κοχλίας, κινητήρας), 

mF      η δύναµη που ασκείται στην µάζα 1M  από τον κινητήρα, 

B      το στοιχείο απόσβεσης, 

K      η σταθερά του ελατηρίου, 

1x , 2x    οι γραµµικές µετατοπίσεις των δύο κινούµενων µαζών, 1 2,M M , 

αντίστοιχα. 

 
Αν υποτεθεί ότι ο κινητήρας αποτελεί τµήµα του συστήµατος και ότι ο έλεγχος 

γίνεται µε πηγή τάσης, τότε το σύστηµα διέπεται από µία επιπλέον εξίσωση, που είναι η 

εξής: 
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( ) 1

a T
s a a

T
m a

di KV t L R i x
dt m

KF i
m

 = + +

 =


 (5-87) 

όπου m  είναι ο συντελεστής µετασχηµατισµού του κοχλία-οδηγού. 

Θεωρώντας αµελητέα την επίδραση της αυτεπαγωγής των τυλιγµάτων του δροµέα, 

δηλαδή 0L = , από την Εξ. (5-87) προκύπτει ότι: 

 
( ) 1

T
s

T
m

a

KV t xK mF
m R

−
= ⋅  (5-88) 

Από τις Εξ. (5-86) και (5-88) προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1 1 1 2 1 1 ,1 1 1 2

2 2 1 2 1 2

sgn
T

s
T

c
a

KV t xK mM x B x x b x F x K x x
m R

M x B x x K x x

 − = − − − ∆ + ∆ − − + ⋅


= − + −

 (5-89) 

Αν αντικατασταθεί η "on-off" µη γραµµικότητα, ( )1sgn x , µε την αντίστοιχη D.F., τότε η Εξ. 

(5-89) ισοδύναµα γράφεται: 

 
( ) ( )2

1 1 1 ,1 1 1 2 22

2 2 2 2 1 1

sT
c T

a a

V tKM x B b F N X x Kx Bx Kx K
R m R m

M x Bx Kx Bx Kx

  
+ + ∆ + ∆ + + = + +  

  
 + + = +

 (5-90) 

Μετασχηµατίζοντας κατά Laplace την Εξ. (5-90) προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

1 1 ,1 1 22

2
2 2 1

sT
c T

a a

V sKM s B b F N X s K X s Bs K X s K
R m R m

M s Bs K X s Bs K X s

  
+ + ∆ + ∆ + + = + +  
  

 + + = + 

 (5-91) 

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εκ των εξισώσεων της Εξ. (5-91) την συνάρτηση 

( )2X s  από την δεύτερη προκύπτει η συνάρτηση µεταφοράς της εγκατάστασης, που είναι 

η εξής: 

 
( )
( )

1
plant

s

X s
G

V s
= =   

 
( ) ( ) ( )

2
2 1 0

4 3 2
4 3,1 3,2 2,1 2,2 1,1 1,2 0

c s c s c
d s d d N X s d d N X s d d N X s d

+ +
=

     + + + + + + +     
 (5-92) 

όπου: 
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0
T

a

Kc K
R m

= , 1
T

a

Kc B
R m

= , 2 2
T

a

Kc M
R m

= , 

0 0d = , 

2

1,1 1 2
T

a

Kd K b B BK
R m

 
= ∆ + + − 

 
, 1,2 ,1cd K F= ∆ , 

2
2

2,1 1 1 22
T

a

Kd B b B M K M K B
R m

 
= ∆ + + + + − 

 
, 2,2 ,1cd B F= ∆ , 

2

3,1 2 1 12
T

a

Kd M b B M B
R m

 
= ∆ + + + 

 
, 3,2 2 ,1cd M F= ∆ , 

4 1 2d M M= . 

 
Αν σ’ αυτό το σύστηµα εισαχθεί ένας PD κατευθυντής, τότε προκύπτει το δοµικό 

διάγραµµα του Σχ. 5-10. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση µεταφοράς του συνολικού 

συστήµατος δίνεται από την εξίσωση: 

 
1

p plant
total

d plant p plant

K G
G

K G s K G
=

+ +
 (5-93) 

ή ισοδύναµα από την εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
2

2 1 0
4 3 2

4 3,1 3,2 2,1 2,2 1,1 1,2 0
total

c s c s cG
d s d d N X s d d N X s d d N X s d

′ ′ ′+ +
=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′     + + + + + + +     
 (5-94) 

όπου: 

0 0pc K c′ = , 1 1pc K c′ = , 2 2pc K c′ =  

0 0pd K c′ = , 

1,1 1,1 0 1d pd d K c K c′ = + + , 1,2 1,2d d′ = , 

2,1 2,1 1 2d pd d K c K c′ = + + , 2,2 2,2d d′ = , 

3,1 3,1 2dd d K c′ = + , 3,2 3,2d d′ = , 

4 4d d′ = . 

 

Επίσης, η χαρακτηριστική εξίσωση του συνολικού συστήµατος δίνεται από την 

εξίσωση: 

 1 0d plant p plantK G s K G+ + =  (5-95) 

ή ισοδύναµα από την εξίσωση: 
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( ) ( ) ( )4 3 2
4 3,1 3,2 2,1 2,2 1,1 1,2 0 0d s d d N X s d d N X s d d N X s d′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′     + + + + + + + =       (5-96) 

 

5.2.4.2 Εφαρµογή της M.E.D.F. 
Αποµονώνοντας το µη γραµµικό τµήµα του συστήµατος, που εκφράζεται από την D.F. 

( )N X , η Εξ. (5-96) γράφεται: 

 
( )

3 2
3,2 2,2 1,2

4 3 2
4 3,1 2,1 1,1 0

1 d s d s d s
N X d s d s d s d s d

′ ′ ′+ +
− =

′ ′ ′ ′ ′+ + + +
 (5-97) 

Αν τεθεί: 

 ( )
3 2

3,2 2,2 1,2
4 3 2

4 3,1 2,1 1,1 0
L

d s d s d s
G s

d s d s d s d s d
′ ′ ′+ +

=
′ ′ ′ ′ ′+ + + +

 (5-98) 

τότε η Εξ. (5-97) γράφεται: 

 
( ) ( )1

LG s
N X

− =  (5-99) 

όπου: 

 ( ) 4N X
Xπ

=  (5-100) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (5-98) το s  µε το ωj  προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3
2,2 1,2 3,2

4 2 3
4 2,1 0 3,1 1,1

L

d d d j
G j

d d d d d j

ω ω ω
ω

ω ω ω ω

′ ′ ′− + −
=

′ ′ ′ ′ ′− + + − +
 (5-101) 

Αν τεθεί: 

 

2
2,2

3
1,2 3,2

4 2
4 2,1 0

3
3,1 1,1

P d

Q d d

R d d d

S d d

ω

ω ω

ω ω

ω ω

′= −

′ ′= −

′ ′ ′= − +

′ ′= − +

 (5-102) 

τότε η Εξ. (5-40) γράφεται: 

 ( ) 2 2 2 2L
PR QS QR PSG j j
R S R S

ω + −
= +

+ +
 (5-103) 

Για να εντοπιστεί L.C. θα πρέπει σύµφωνα µε τις Εξ. (5-99), (5-100) η εξίσωση: 

 ( )
4L
XG j πω ⋅

= −  (5-104) 

να έχει λύση. ∆εδοµένου, όµως, ότι το πλάτος του L.C. είναι 0X > , για να έχει η Εξ. (5-

104) λύση θα πρέπει, σύµφωνα µε την Εξ. (5-103), να ισχύει: 
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( ){ }
( ){ }

Re 0 0
0Im 0

L

L

G j P R Q S
Q R P SG j

ω

ω

 < ⋅ + ⋅ < ⇔  ⋅ − ⋅ == 
 (5-105) 

ή ισοδύναµα: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 4 2 3 3
2,2 4 2,1 0 1,2 3,2 3,1 1,1

3 4 2 2 3
1,2 3,2 4 2,1 0 2,2 3,1 1,1

0

0

d d d d d d d d

d d d d d d d d

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ⋅ − + + − ⋅ − + <


′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ⋅ − + − − ⋅ − + =
 (5-106) 

Η δεύτερη από τις δύο συνθήκες στην Εξ. (5-106) είναι εξίσωση έβδοµης τάξης, και 

θα πρέπει να λυθεί ως προς την συχνότητα ω  προκειµένου να βρεθεί από την πρώτη 

ανισότητα η συνθήκη εντοπισµού του L.C. ως µία συνάρτηση ανεξάρτητη της συχνότητας 

ω . Επειδή η επίλυση της εξίσωσης έβδοµης τάξης µε συµβολικό τρόπο είναι αρκετά 

πολύπλοκη, και µάλιστα αν το σύστηµα ήταν ακόµα υψηλότερης τάξης τότε η εξίσωση θα 

ήταν και αυτή περισσότερο πολύπλοκη, είναι αναγκαίο σε συστήµατα όπως το 

συγκεκριµένο η εξαγωγή συµπερασµάτων να γίνει µέσω προσοµοιώσεων. 

Συγκεκριµένα, µετά από την εκτέλεση ικανού αριθµού προσοµοιώσεων στο 

Matlab/Simulink προκύπτουν συµπεράσµατα ανάλογα µε εκείνα τα οποία προέκυψαν για 

συστήµατα 2ης τάξης. Ενδεικτικά παρατίθενται ορισµένα από τα αποτελέσµατα της 

προσοµοίωσης στον Πίν. 5-7. 

Το σύστηµα που χρησιµοποιήθηκε στις προσοµοιώσεις έχει τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά: 

,1 1

1 2

0.042 , 0.2 sec/ , 0.01 / , 0.01 sec/ ,
0.1 , 0.1 , 0.1 / , 0.105 / , 10 ,

c

T a

F N b N m K N m B N m
M Kg M Kg m m rad K Nm A R Ohm
∆ = − ∆ = − = =

= = = = =
 (5-107) 

Η επιλογή των παραµέτρων έγινε µε τα ίδια κριτήρια µε τα οποία έγινε η επιλογή των 

παραµέτρων του συστήµατος 2ης τάξης, βλ. Εξ. (5-45). 

 
Πίνακας 5-7. Σύγκριση των θεωρητικών τιµών του πλάτους και της συχνότητας του L.C. 
µε εκείνες που προέκυψαν µε προσοµοίωση στο Matlab/Simulink για συστήµατα 4ης τάξης 
µε PD κατευθυντή. 

α.α. pK  dK  . .L Cω  . .,L C sω  eω  . .L CX  . .,L C sX  Xe  G∆  St  

 
V
m

 
 
 

 
secV
m

 
 
 

 
sec
rad 

 
  sec

rad 
 
 

( )%  
sec
m 

 
 

 
sec
m 

 
 

 ( )%  ( )dB   

1 400 10 20.496 19.988 2.48 0.0551 0.0522 5.26 3.638 1 

2 400 9 20.496 20.108 1.90 0.0618 0.0580 6.15 4.535 1 

3 400 8 20.496 20.221 1.34 0.0704 0.0655 6.96 5.566 1 

4 400 7 20.496 20.315 0.88 0.0817 0.0755 7.59 6.772 1 
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5 400 6 20.496 20.390 0.52 0.0972 0.0893 8.13 8.209 1 

6 400 5 20.496 20.453 0.21 0.1202 0.1097 8.70 9.976 1 

7 400 4 20.496 20.510 0.066 0.1572 0.1480 5.85 12.25 1 

8 400 2 20.496 20.566 0.34 0.4108 0.4065 1.05 20.47 1 

9 400 1 20.496 20.572 0.37 2.1186 2.1300 0.54 34.68 1 

10 400 0.5 20.496   -1.964   33.99 0 

11 400 0.2 20.496   -0.911   27.31 0 

12 400 0.1 20.496   -0.773   25.88 0 

13 400 0.05 20.496   -0.718   25.24 0 

14 400 0.02 20.496   -0.689   24.88 0 

15 400 0.01 20.496   -0.680   24.76 0 

 
Η ευστάθεια του συστήµατος χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής, που 

καθορίζεται από τον δείκτη St , µπορεί να βρεθεί µε την βοήθεια του κριτηρίου ευστάθειας 

των Routh-Harwitz. Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος 4ης τάξης χωρίς την µη 

γραµµικότητα της τριβής είναι η εξής: 

 4 3 2
4 3,1 2,1 1,1 0 0d s d s d s d s d′ ′ ′ ′ ′+ + + + =  (5-108) 

∆εδοµένου ότι 4 0, 0d d′ ′ > , δηλαδή υπάρχουν συντελεστές οι οποίοι είναι θετικοί 

αριθµοί, για να είναι το σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής ευσταθές θα 

πρέπει αφ’ ενός µεν και οι υπόλοιποι συντελεστές του πολυωνύµου να είναι θετικοί 

αριθµοί, δηλαδή: 

 
1,1

2,1

3,1

0
0
0

d
d
d

′ >
 ′ >
 ′ >

 (5-109) 

αφ’ ετέρου να ισχύει: 

 

0 3,1
2,1

1,1

4 1,1
3,1

0 3,1
2,1

1,1

0

0

d d
d

d
d d

d d d
d

d

′ ′⋅ ′ − > ′
′ ′⋅ ′ − > ′ ′⋅

 ′ −
′

 (5-110) 

Εξετάζοντας τις συνθήκες ευστάθειας στις Εξ. (5-109), (5-110), για το σύστηµα 

χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής, προκύπτει ότι η πολυπλοκότητά τους δεν 

επιτρέπει την δηµιουργία µιας αλγεβρικής σχέσης µεταξύ της ευστάθειας του συστήµατος 
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και του κριτηρίου εµφάνισης L.C. Γι’ αυτόν τον λόγο µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος 

της προσοµοίωσης προκειµένου να εξαχθεί µία ποιοτική σχέση. 

Για παράδειγµα, από τον Πίν. 5-7 προκύπτει ότι όταν λαµβάνεται: 

 ,1 10.042 , 0.2 sec/cF N b N m∆ = − ∆ = −  (5-111) 

ενώ τα κέρδη του PD κατευθυντή είναι ίσα µε: 

 400 / , 0.5 sec/p dK V m K V m= =  (5-112) 

τότε, το σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ασταθές, και το θεωρητικά 

υπολογισµένο πλάτος του L.C. είναι ίσο µε: 

 . . 1.9637 / secL CX m= −  (5-113) 

Αυτό σηµαίνει ότι δεν εµφανίζεται L.C., πράγµα που σηµαίνει ότι όταν ,1 0cF∆ < , και το 

σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ασταθές, δεν εµφανίζεται L.C. 

Επίσης, από τον Πίν. 5-7 προκύπτει ότι η µεταβολή του κέρδους dK  επηρεάζει την 

εµφάνιση L.C. Με άλλα λόγια, στην περίπτωση ενός συστήµατος 4ης τάξης µε PD 

κατευθυντή, όπως και στην περίπτωση ενός συστήµατος 2ης τάξης µε PID κατευθυντή, ο 

εντοπισµός L.C. εξαρτάται απ’ όλους τους κατευθυντές. 

Συνοψίζοντας, προκύπτει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 

Συµπέρασµα 5-11: 
Σε ένα σύστηµα 4ης τάξης, µε δύο µάζες, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό 

µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PD κατευθυντή, αν δεν 

υπάρχει αντιστάθµιση της τριβής, δηλαδή ,1 ,1 0c cF F∆ = > , ή αν υπάρχει αντιστάθµιση της 

τριβής χρησιµοποιώντας το κλασσικό µοντέλο τριβής µε ,1 0cF∆ > , L.C. θα εµφανιστεί αν 

και µόνον αν το σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ασταθές. Στην 

περίπτωση που υπάρχει αντιστάθµιση της τριβής µε ,1 0cF∆ < , L.C. θα εµφανιστεί αν και 

µόνον αν το σύστηµα χωρίς την µη γραµµικότητα της τριβής είναι ευσταθές. 

Ωστόσο, ο εντοπισµός L.C. µπορεί να αποφευχθεί µε κατάλληλη µεταβολή των 

κερδών του κατευθυντή, αφού η συνθήκη εντοπισµού εξαρτάται από όλα τα κέρδη. 

 

Επιπλέον, όσον αφορά την ακρίβεια στον προσδιορισµό των χαρακτηριστικών του 

L.C., από τα στοιχεία του Πίν. 5-6 σχεδιάζεται η ακόλουθη γραφική παράσταση: 
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Σχήµα 5-18. Γραφική παράσταση του σφάλµατος στην προσέγγιση της τιµής του 
πλάτους και της συχνότητας του L.C για την περίπτωση ενός συστήµατος 4ης τάξης µε PD 
κατευθυντή. 

 
Από το Σχ. 5-18 προκύπτει η επιβεβαίωση της ορθότητας του κριτηρίου της 

εξίσωσης (5-46) στην περίπτωση ενός συστήµατος 4ης τάξης. Βέβαια, θα ήταν 

προτιµότερο να οδηγηθεί το σύστηµα σε περιοχή λειτουργίας όπου δεν εντοπίζεται L.C., 

αφού πάντοτε, ανεξαρτήτως των τιµών που έχουν τα στοιχεία του συστήµατος, ο 

εντοπισµός L.C. µπορεί να αποφευχθεί.  

Συνοψίζοντας, προκύπτει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-12: 

Σε ένα σύστηµα 4ης τάξης, δύο µαζών, µε τριβή που δίνεται από το κλασσικό µοντέλο 

τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή), µε έλεγχο τάσης και µε PD κατευθυντή, η ακρίβεια στον 

προσδιορισµό των χαρακτηριστικών του L.C. εξαρτάται άµεσα από την διαφορά 

λογαριθµικού µέτρου στο διάγραµµα Bode της συνάρτησης µεταφοράς του γραµµικού 

τµήµατος του συστήµατος, µεταξύ των συχνοτήτων . .L Cω  και . .3 L Cω . Μάλιστα αν η διαφορά 

αυτή είναι µεγαλύτερη από «20dB» τότε η ακρίβεια είναι εξαιρετική. 
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5.2.5 Η επίδραση της στατικής τριβής στην M.E.D.F. 
Ένα ερώτηµα, που είναι πολύ ενδιαφέρον να απαντηθεί, είναι το πως επιδρά στα 

αποτελέσµατα της ανάλυσης µε M.E.D.F. η ενσωµάτωση στο µοντέλο τριβής της στατικής 

τριβής. 

Γι’ αυτόν τον λόγο, εξετάζεται η περίπτωση κατά την οποία η τριβή της 

εγκατάστασης περιγράφεται από το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής, βλ. Παρ. 3.1.2, το 

οποίο ενσωµατώνει την στατική τριβή, ενώ το µοντέλο τριβής αντιστάθµισης στον 

κατευθυντή είναι το κλασσικό µοντέλο, Coulomb+ιξώδης τριβή, βλ. Παρ. 3.1.1. Έτσι, η 

ροπή τριβής στην εγκατάσταση δίνεται από την εξίσωση: 

 

( )

( )

, 0

, 0 ,

sgn , 0 ,

f

f e e s

s e e s

T

T T T T

T T T T

θ αν θ

αν θ

αν θ

 ≠
= = <


⋅ = >

 (5-114) 

µε: ( ) ( ) ( ) θθθθθ ⋅+⋅



 





−⋅−+= bTTTT strcscf sgnexp

2
  

όπου: 

sT   η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής ή η ροπή αποδέσµευσης (break-away torque), 

eT   η συνισταµένη των εξωτερικών ροπών, 

strθ  η γωνιακή ταχύτητα Stribeck, 

 
ενώ η ροπή της τριβής αντιστάθµισης δίνεται από την εξίσωση: 

 ( )sgnf cT T bθ θ′ ′ ′= +  (5-115) 

όπου fT ′ , cT ′ , b′  είναι οι εκτιµήσεις των fT , cT , b , αντίστοιχα. 

Η επίδραση της στατικής τριβής στα αποτελέσµατα της ανάλυσης µε M.E.D.F. 

µπορεί να διακριθεί σε δύο ξεχωριστές επιδράσεις. Η µία αφορά την επίδραση της 

µέγιστης τιµής της στατικής τριβής ή της ροπής αποδέσµευσης, sT , που συνήθως είναι 

µεγαλύτερη από την τριβή Coulomb, cT . Η δεύτερη αφορά την επίδραση της 

προσκόλλησης (sticking), δηλαδή της περιοχής λειτουργίας στην οποία η ταχύτητα είναι 

µηδέν και η εξωτερικά επιβαλλόµενη ροπή είναι µικρότερη από την ροπή αποδέσµευσης. 

Στην συνέχεια τα αποτελέσµατα των δύο επιµέρους επιδράσεων µπορούν µε βάσει την 

αρχή της επαλληλίας να αθροιστούν για να προκύψει το αποτέλεσµα της συνολικής 

επίδρασης της στατικής τριβής. 
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5.2.5.1 Η επίδραση της ροπής αποδέσµευσης 
Αν από το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής, Εξ. (5-114), αφαιρεθεί το φαινόµενο της 

προσκόλλησης, τότε το µοντέλο τριβής ανάγεται στο εξής: 

 
( )







=

≠
=

0,0

0,

θαν

θανθf
f

T
T  (5-116) 

ή ισοδύναµα στο: 

 ( ) ( ) ( )2
exp sgnf c s c strT T T T bθ θ θ θ = + − − +  

 (5-117) 

Άρα από την Εξ. (5-117) προκύπτει ότι το µη γραµµικό τµήµα της τριβής της 

εγκατάστασης είναι το: 

 ( ) ( ) ( )2
exp sgnnl c s c strT T T T θ θ θ = + − −  

 (5-118) 

Επίσης, από την Εξ. (5-115) προκύπτει ότι το µη γραµµικό τµήµα της τριβής 

αντιστάθµισης είναι το εξής: 

 ( )sgnnl cT T θ′ ′=  (5-119) 

Η D.F. της µη γραµµικότητας της Εξ. (5-119) είναι η “on-off” D.F. η οποία δίνεται 

από την εξίσωση: 

 ( ) 4 cTN X
Xπ
′

′ =  (5-120) 

ενώ η D.F. της µη γραµµικότητας της Εξ. (5-118) µπορεί να υπολογιστεί µε βάσει τον 

ορισµό της D.F., βλ. Παρ. 4.2.1. 

Σύµφωνα µε τον ορισµό της D.F. αν υποτεθεί ότι η είσοδος σε ένα µη γραµµικό 

στοιχείο είναι ηµιτονοειδής, δηλαδή: 

 ( ) ( )sint X tθ ω=  (5-121) 

τότε η έξοδος είναι µία περιοδική συνάρτηση µε περίοδο ίδια µε εκείνη της εισόδου. 

Μάλιστα, γίνεται η παραδοχή ότι µόνο η βασική αρµονική συνιστώσα της εξόδου είναι 

σηµαντική, οπότε αµελείται η επίδραση όλων των υψηλότερων αρµονικών. 

Με βάσει αυτήν την παραδοχή η έξοδος του µη γραµµικού στοιχείου της εξίσωσης 

(5-118) είναι η εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

sin
exp sgn sinnl c s c

str

X t
T t T T T X t

ω
ω

θ

  
  = + − −       

 (5-122) 

η οποία ισοδύναµα γράφεται: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1 cos 2
exp sgn sin

2nl c s c
str

X t
T t T T T X t

ω
ω

θ

  −  = + − −          
 (5-123) 

Αν γίνει η παραδοχή ότι µόνο η βασική συνιστώσα της εξόδου είναι σηµαντική, τότε 

η έξοδος του µη γραµµικού στοιχείου προσεγγίζεται από την εξίσωση: 

 ( ) ( ) ( )
2

,1 2

4exp sin
2nl c s c

str

XT t T T T tω
θ π

    = + − − ⋅       
 (5-124) 

Η D.F. του µη γραµµικού στοιχείου ορίζεται ως εξής: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

2

2
,1

4exp sin
2

,
sin

c s c
strnl

XT T T t
T t

N X
t X t

ω
θ π

ω
θ ω

    + − − ⋅       = =  (5-125) 

η οποία ισοδύναµα γράφεται: 

 ( ) ( )
2

2

4 exp
2c s c

str

XN X T T T
Xπ θ

  
= ⋅ + − −  

  
 (5-126) 

Από την Εξ. (5-126) φαίνεται ότι η ενσωµάτωση της ροπής αποδέσµευσης στο 

µοντέλο τριβής οδηγεί σε µία D.F. που είναι ένας θετικός πραγµατικός αριθµός, όπως 

συµβαίνει και στην περίπτωση της D.F. του µη γραµµικού τµήµατος του κλασσικού 

µοντέλου τριβής, βλ. Εξ. (5-119). Αυτό σηµαίνει ότι οι συνθήκες εντοπισµού L.C., οι 

οποίες προέκυψαν για την περίπτωση της χρησιµοποίησης του µοντέλου τριβής 

«Coulomb+ιξώδης τριβή» ως το µοντέλο τριβής της εγκατάστασης, βλ. Παρ. 5.2.2.3, 

5.2.3.2, 5.2.4.2, δεν επηρεάζονται από την ενσωµάτωση της ροπής αποδέσµευσης. Με 

άλλα λόγια ισχύει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-13: 

Η ενσωµάτωση στο µοντέλο τριβής της ροπής αποδέσµευσης δεν επηρεάζει τα 

κριτήρια εντοπισµού L.C. τα οποία προέκυψαν χρησιµοποιώντας το µοντέλο τριβής 

Coulomb+ιξώδης τριβή. 

 
Παρ’ όλα αυτά, η ροπή αποδέσµευσης επηρεάζει τα ποσοτικά χαρακτηριστικά του 

L.C., δηλαδή τις τιµές του πλάτους και της συχνότητας. Στο Σχ. 5-16, έχει παρασταθεί 

γραφικά η συνάρτηση: 

 ( ) 0,
2

exp 2

22

>=







−=

str

XtttE
θ

 (5-127) 
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Σχήµα 5-19. Γραφική παράσταση της συνάρτησης E(t). 

 
Από το Σχ. 5-19 προκύπτει ότι: 

 ( ) 5.3,0 >= ttE  (5-128) 

οπότε, η Εξ. (5-126) γράφεται: 

 ( )
( )

2

2

4 exp , 3.5
2

4 , 3.5

c s c str
str

c str

XT T T X
XN X

T X
X

θ
π θ

θ
π

   
⋅ + − − ≤      = 


⋅ >

 (5-129) 

Από την Εξ. (5-129) προκύπτει ότι η ροπή αποδέσµευσης επιδρά στα ποσοτικά 

χαρακτηριστικά του L.C. µόνο για strX θ5.3≤ , ενώ σε κάθε άλλη περίπτωση δεν 

υπάρχει καµία επίδραση της ροπής αποδέσµευσης. 

Από τις Εξ. (5-120), (5-129) προκύπτει ότι η D.F. του µη γραµµικού τµήµατος της 

συνολικής τριβής του συστήµατος (τριβή εγκατάστασης και αντιστάθµιση) είναι η εξής: 

 ( ) ( ) ( )⇔−= XNXNXNtotal '   
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 ( )
( )

2

2

4 exp , 3.5
2

4 , 3.5

c s c str
str

total

c str

XT T T X
XN X

T X
X

θ
π θ

θ
π

   
⋅ ∆ + − − ≤      ⇔ = 


⋅ ∆ >

 (5-130) 

 

5.2.5.2 Η επίδραση της προσκόλλησης 
Στην περιοχή της προσκόλλησης η γωνιακή ταχύτητα είναι µηδενική και η ροπή τριβής 

δίνεται από την εξίσωση: 

 
( )

, 0, 0,

sgn , 0, 0,
e e s

f

s e e s

T T T
T

T T T T

αν θ θ

αν θ θ

 = = <= 
= = >

 (5-131) 

∆εδοµένου ότι στην µηδενική ταχύτητα υπάρχει µία αντίδραση στην εξωτερικώς 

επιβαλλόµενη ροπή, το κινούµενο σώµα θα ξεκινήσει αν και µόνον αν επιβληθεί µία ροπή 

ίση ή µεγαλύτερη από την ροπή αποδέσµευσης. Με άλλα λόγια, η συνθήκη εκκίνησης 

είναι η εξής: 

 se TT ≥  (5-132) 

Αφού η ενσωµάτωση της προσκόλλησης στο µοντέλο τριβής επηρεάζει την 

µετάβαση από την ακινησία στην κίνηση, οι συνθήκες εντοπισµού L.C. διαφοροποιούνται 

σε σύγκριση µε εκείνες που προέκυψαν για την περίπτωση µόνο του κινητικού µέρους της 

τριβής. 

Συγκεκριµένα, αν υποτεθεί, σύµφωνα µε τα κριτήρια εντοπισµού L.C. για την 

περίπτωση του κινητικού µέρους της τριβής, ότι πρόκειται να εµφανιστεί L.C. τότε θα 

υπάρχει µία συνεχής µετάβαση από την ακινησία στην κίνηση και αντιστρόφως. Το 

γεγονός, όµως, ότι πάντοτε σε ένα L.C. υπάρχει ένα χρονικό διάστηµα στο οποίο η 

ταχύτητα µηδενίζεται, σηµαίνει ότι πάντοτε σε ένα L.C. θα υπεισέρχεται η επίδραση της 

προσκόλλησης. Με άλλα λόγια, το κινούµενο σώµα θα µπορέσει να εκτελέσει την κίνηση 

του L.C. αν και µόνον αν στα χρονικά διαστήµατα της ακινησίας επιβάλλεται εξωτερική 

δύναµη που ικανοποιεί της συνθήκες εκκίνησης. 

Ωστόσο, η συνθήκη της Εξ. (5-132) ισχύει εφ’ όσον η κίνηση είναι ευσταθής, δηλαδή 

όταν η επιτάχυνση είναι περίπου ίση µε το µηδέν, διότι το µοντέλο της Εξ. (5-131) 

προέκυψε υπό αυτήν την προϋπόθεση. Σε κινήσεις, όµως, όπως η κίνηση L.C., η οποία 

είναι κίνηση µεταβαλλόµενης ταχύτητας, η επιτάχυνση ή η επιβράδυνση µπορεί να είναι 

από πολύ µικρή έως πολύ µεγάλη, ανάλογα µε τις τιµές του πλάτους και της συχνότητας 

του L.C. Αυτό σηµαίνει ότι στα σηµεία µηδενικής ταχύτητας, σε κίνηση L.C., δύσκολα 

µπορεί να θεωρηθεί ότι η επιτάχυνση ή η επιβράδυνση είναι περίπου ίση µε το µηδέν. 
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Με βάσει αυτήν την παρατήρηση και λαµβανοµένου υπόψη των πειραµατικών 

παρατηρήσεων του Rabinowicz, βλ. [79] ή Παρ. 2.3.3, σύµφωνα µε τις οποίες το επίπεδο 

της ροπής αποδέσµευσης εξαρτάται άµεσα από τον χρόνο ο οποίος ξοδεύεται στην 

στατική περιοχή (στην προσκόλληση), προκύπτει ότι η ροπή αποδέσµευσης στην 

συνθήκη της Εξ. (5-132) και για την περίπτωση ενός L.C. είναι εν γένει ένα µεταβλητό 

µέγεθος, που θα εξαρτάται άµεσα από τα χαρακτηριστικά της εκάστοτε κίνησης. Η 

ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει η ροπή αποδέσµευσης είναι η τριβή ολίσθησης ή η 

τριβή Coulomb. 

Εποµένως, όσον αφορά την επίδραση της προσκόλλησης στα αποτελέσµατα της 

M.E.D.F. ισχύει το ακόλουθο συµπέρασµα: 

 
Συµπέρασµα 5-14: 

Η ενσωµάτωση στο µοντέλο τριβής της περιοχής της προσκόλλησης επηρεάζει τα 

κριτήρια εντοπισµού L.C., αφού απαραίτητη προϋπόθεση για να εµφανιστεί L.C. αποτελεί 

στα σηµεία µηδενικής ταχύτητας η εξωτερικά εφαρµοζόµενη ροπή να είναι τουλάχιστον ίση 

µε την ροπή αποδέσµευσης που αντιστοιχεί στα εκάστοτε χαρακτηριστικά µεγέθη του L.C. 

 
Αν το µοντέλο της τριβής αντιστάθµισης είναι το µοντέλο Coulomb+ιξώδης τριβή, 

βλ. Εξ. (5-115), τότε η µόνη εξωτερική ροπή που ασκείται στο κινούµενο σώµα όταν η 

ταχύτητα είναι µηδενική είναι η ροπή του κατευθυντή. Γι’ αυτόν τον λόγο µπορεί να γίνει η 

διάκριση µεταξύ της χρησιµοποίησης του PD και του PID κατευθυντή. 

 
PD κατευθυντής 
Αν η ροπή του PD κατευθυντή δίνεται από την εξίσωση: 

 ( ) υυθθ ⋅−⋅=⋅−−⋅= dpddppd KeKKKT  (5-133) 

και η ταχύτητα είναι µηδενική, η εξωτερικά επιβαλλόµενη ροπή δίνεται από την εξίσωση: 

 eKT pe ⋅=  (5-134) 

Εποµένως, σύµφωνα µε την Εξ. (5-132), κίνηση θα υπάρξει εφ’ όσον ισχύει: 

 sp TeK ≥⋅  (5-135) 

 
PID κατευθυντής 
Αν η ροπή του PID κατευθυντή δίνεται από την εξίσωση: 

 υ⋅−⋅+⋅= ∫ d

t

ippid KedtKeKT
0

 (5-136) 

και η ταχύτητα είναι µηδενική, η εξωτερικά επιβαλλόµενη ροπή δίνεται από την εξίσωση: 
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 ∫⋅+⋅=
t

ipe edtKeKT
0

 (5-137) 

Εποµένως, σύµφωνα µε την Εξ. (5-131), κίνηση θα υπάρξει εφ’ όσον ισχύει: 

 s

t

ip TedtKeK ≥⋅+⋅ ∫
0

 (5-138) 
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6 Αντιστάθµιση τριβής σε πειραµατική διάταξη 

6.1 Πειραµατική διάταξη 
6.1.1 Στοιχεία πειραµατικής διάταξης 
Για την εφαρµογή των σχεδίων αντιστάθµισης µε µοντέλα τριβής χρησιµοποιήθηκε 

πειραµατική διάταξη που αποτελείται από έναν «κοχλία-οδηγό». Πάνω σ’ αυτόν είναι 

στερεωµένη, συµµετρικά ως προς τον άξονά του, µία µάζα, βλ. Σχ. 6-1. Έτσι, κατά την 

περιστροφή του κοχλία η µάζα κινείται ευθύγραµµα. Οι απώλειες κατά την κίνηση της 

µάζας είναι αρκετά σηµαντικές, οπότε κύριο µέληµα αποτελεί ο περιορισµός των 

σφαλµάτων στην απόκριση θέσης της κινούµενης µάζας. 

 

 

Σχήµα 6-1. Κοχλίας-οδηγός. 

 
Για τον έλεγχο της κίνησης της µάζας χρησιµοποιείται ένας «κατευθυντής» 

(controller), βλ. Σχ. 6-2. 

 

 

Σχήµα 6-2. Κατευθυντής. 

 
Ο κατευθυντής αποτελείται από µία κάρτα, που προσαρµόζεται σε θύρα ISA στην 

µητρική ενός «ηλεκτρονικού υπολογιστή», βλ. Σχ. 6-3, και από ένα εξωτερικό module για 

την σύνδεση των υπολοίπων στοιχείων του συστήµατος µε τον κατευθυντή. 
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Σχήµα 6-3. Ηλεκτρονικός υπολογιστής (PC PENTIUM III 500MHz). 

 
Στην προκειµένη περίπτωση, τα υπόλοιπα στοιχεία µε τα οποία συνδέεται ο 

κατευθυντής είναι ένας «ενισχυτής εύρους παλµού» (PWM amplifier) µε ικανότητα 

οδήγησης κινητήρων µέχρι και 250W, βλ. Σχ. 6-4. 

 
 

 

Σχήµα 6-4. Ενισχυτής εύρους παλµού (PWM amplifier). 

 
Η έξοδος του ενισχυτή συνδέεται µε έναν «κινητήρα συνεχούς ρεύµατος» (µόνιµου 

µαγνήτη), βλ. Σχ. 6-5, ο οποίος χρησιµοποιείται για να προσδώσει κίνηση στον κοχλία. 

 

 

Σχήµα 6-5. Κινητήρας συνεχούς ρεύµατος, 48 Volts, 70 Watt της MAXON MOTORS. 
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Στο πίσω µέρος του κινητήρα είναι συνδεδεµένη µία παλµογεννήτρια (encoder) για 

την µέτρηση της γωνιακής µετατόπισης του δροµέα του κινητήρα, βλ. Σχ. 6-6. 

 

 

Σχήµα 6-6. Παλµογεννήτρια τύπου incremental της HEWLETT PACKARD. 

 
Συµπερασµατικά, η συνολική πειραµατική διάταξη αποτελείται από τα εξής στοιχεία: 

� κοχλίας-οδηγός, 

� κατευθυντής (κάρτα ελέγχου), 

� ηλεκτρονικός υπολογιστής, 

� ενισχυτής εύρους παλµού, 

� κινητήρας συνεχούς ρεύµατος, 

� παλµογεννήτρια. 

 
6.1.2 Λειτουργία πειραµατικής διάταξης 
Ο τρόπος µε τον οποίο συνεργάζονται τα στοιχεία της πειραµατικής διάταξης εικονίζεται 

στο σχήµα: 

 

Σχήµα 6-7. ∆οµή πειραµατικής διάταξης. 
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Ο έλεγχος της κίνησης της µάζας, σύµφωνα µε το Σχ. 6-7, ανάγεται στον στιγµιαίο 

έλεγχο της τιµής της ροπής στην έξοδο του κινητήρα. Η ροπή, όµως, στην έξοδο του 

κινητήρα είναι ανάλογη µε την ένταση του ρεύµατος στην είσοδό του, ai . Μάλιστα, ο 

συντελεστής αναλογίας µεταξύ της ροπής εξόδου και της έντασης του ρεύµατος εισόδου 

αποτελεί χαρακτηριστικό µέγεθος για τους τυποποιηµένους κινητήρες συνεχούς ρεύµατος 

(µόνιµου µαγνήτη), ονοµάζεται «σταθερά ροπής» και στην προκειµένη περίπτωση είναι 

ίσος µε: 

 0.105 /m
T

a

TK Nm A
i

= =  (6-1) 

Έτσι ο έλεγχος της τιµής της ροπής στην έξοδο του κινητήρα µπορεί να αναχθεί σε έλεγχο 

της τιµής της έντασης του ρεύµατος στην είσοδο του. 

Για να µπορεί να γίνει ο έλεγχος της τιµής της έντασης ρεύµατος στην είσοδο του 

κινητήρα, συνδέεται µ’ αυτόν ο «ενισχυτής εύρους παλµού», ο οποίος δίνει ένταση 

ρεύµατος ανάλογη της τάσης του ρεύµατος εισόδου του, κV . Μάλιστα, ο συντελεστής 

αναλογίας µεταξύ των δύο προηγούµενων µεγεθών είναι ρυθµιζόµενος και στην 

προκειµένη περίπτωση είναι ίσος µε: 

 0.4 /a
amp

iK A Volt
Vκ

= =  (6-2) 

Μ’ αυτόν τον τρόπο έχει αναχθεί ο έλεγχος της έντασης ρεύµατος στην έξοδο του 

ενισχυτή σε έλεγχο της τάσης του ρεύµατος στην είσοδο του, πράγµα που επιτυγχάνεται 

µε την κάρτα ελέγχου. Ειδικότερα, η συγκεκριµένη κάρτα (GALIL DMC-1700) έχει την 

δυνατότητα να στέλνει οποιαδήποτε στιγµή στην έξοδό της την τάση ρεύµατος που 

επιθυµούµε, χρησιµοποιώντας διαφόρων ειδών δεδοµένα, όπως για παράδειγµα την 

θέση του δροµέα του κινητήρα που µετράται µε την βοήθεια της παλµογεννήτριας 

(encoder). Ο χειρισµός της κάρτας µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τον Η/Υ και ειδικό 

λογισµικό. 

Συγκεκριµένα, η λειτουργία της κάρτας επιτυγχάνεται µε ένα αρκετά µεγάλο εύρος 

ASCII εντολών, οι οποίες εκτελούνται από την κάρτα την στιγµή που στέλνονται σ’ αυτήν. 

Ο χειρισµός αυτών των εντολών στον ηλεκτρονικό υπολογιστή και η αποστολή τους στην 

κάρτα γίνεται µε προγράµµατα γραµµένα στη γλώσσα προγραµµατισµού C/C++. Στα 

προγράµµατα χρησιµοποιούνται οι βιβλιοθήκες επικοινωνίας µε την κάρτα που 

αντιστοιχούν στο λειτουργικό σύστηµα εκτέλεσης τους. Στην προκειµένη περίπτωση 

χρησιµοποιείται το λειτουργικό σύστηµα QNX προκειµένου να χρησιµοποιηθεί η επιπλέον 

δυνατότητα που παρέχει, της εκτέλεσης του βρόχου ελέγχου σε πραγµατικό χρόνο. 
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6.1.3 Ο έλεγχος σε πραγµατικό χρόνο 
Ο έλεγχος, σύµφωνα µε την διαδικασία που περιγράφτηκε στην Παρ. 6.1.2, απαιτεί την 

συνεχή ρύθµιση της τιµής της τάσης του ρεύµατος που στέλνει η κάρτα στον ενισχυτή, 

έτσι ώστε η µάζα να εκτελέσει την επιθυµητή κίνηση. Εποµένως, ένα πρόγραµµα ελέγχου 

αποτελείται, κατά κύριο λόγο, από µία επαναλαµβανόµενη εργασία (loop), κατά την οποία 

διαβάζονται τα τρέχοντα δεδοµένα (π.χ. θέση, ταχύτητα µάζας) και υπολογίζεται η νέα 

τιµή τάσης ρεύµατος (control-law computation) προκειµένου να τροποποιηθούν αυτά τα 

δεδοµένα. Μάλιστα, η ανανέωση αυτής της τιµής πρέπει να γίνεται σε πάρα πολύ µικρά 

χρονικά διαστήµατα, που σηµαίνει ότι η επαναλαµβανόµενη εργασία πρέπει να έχει πολύ 

µικρή περίοδο. ∆ιαφορετικά, η διόρθωση της κίνησης θα γίνεται καθυστερηµένα 

οδηγώντας σε σηµαντικά σφάλµατα στην κίνηση της µάζας, οπότε το σύστηµα δεν θα 

είναι υπό έλεγχο. 

Συνήθως η εκτέλεση ενός προγράµµατος ελέγχου σε C/C++ γίνεται σωστά και καλά 

και η περίοδος της επαναλαµβανόµενης εργασίας είναι πολύ µικρή για µία συνηθισµένη 

υπολογιστική ισχύ. Ωστόσο, τέτοιου είδους συστήµατα δεν πρέπει απλώς να δουλεύουν 

σωστά, αλλά πρέπει να δείχνουν ότι πράγµατι το κάνουν. Για να συµβαίνει αυτό είναι 

αναγκαίο η περίοδος να είναι καθορισµένη και επαρκής για την παρακολούθηση της 

απόκρισης του συστήµατος. Γι’ αυτόν τον λόγο η εκτέλεση του προγράµµατος ελέγχου 

απαιτείται να γίνεται σε πραγµατικό χρόνο. Ένα πρόγραµµα που εκτελείται σε πραγµατικό 

χρόνο παρατίθεται στο Παράρτηµα Γ. 

Ειδικότερα, τα συστήµατα της συγκεκριµένης κατηγορίας είναι λίγο ως πολύ 

πλήρως καθορισµένα µε αποτέλεσµα ο υπολογισµός µιας ικανοποιητικής περιόδου να 

είναι εφικτός. Ένας καλός κανόνας υπολογισµού της περιόδου υπολογισµού του νόµου 

ελέγχου είναι να λαµβάνεται ίσος µε το 1/10 έως το 1/20 του χρόνου ανύψωσης. Ο 

κανόνας αυτός µπορεί να δοθεί σε σχέση µε το εύρος ζώνης (bandwidth) του 

συστήµατος, αφού το εύρος ζώνης είναι προσεγγιστικά ίσο µε το 1/2 του χρόνου 

ανύψωσης. Άρα η συχνότητα δειγµατοληψίας απαιτείται να είναι 20 µε 40 φορές 

µεγαλύτερη από το εύρος ζώνης του συστήµατος. 

Το θεωρητικό µικρότερο όριο της συχνότητας δειγµατοληψίας δίνεται από το 

θεώρηµα δειγµατοληψίας του Nyquist. Το θεώρηµα λέει ότι «κάθε χρονικά συνεχές σήµα 

µε εύρος ζώνης ω µπορεί να αναπαραχθεί ακριβώς από τις δειγµατοληπτικές τιµές αν και 

µόνον αν η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι 2ω ή µεγαλύτερη». Φαίνεται ότι η 

συνιστώµενη συχνότητα δειγµατοληψίας για απλούς κατευθυντές είναι σηµαντικά 

υψηλότερη απ’ αυτό το χαµηλό όριο. Η υψηλή συχνότητα δειγµατοληψίας βοηθά να 

διατηρηθεί χαµηλή η είσοδος ελέγχου και απλός ο υπολογισµός του νόµου ελέγχου. 
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6.2 Μοντελοποίηση πειραµατικής διάταξης 
Γενικά, πρόκειται για ένα µη γραµµικό σύστηµα, επειδή η τριβή, είναι, στην απλούστερη 

µορφή της, µια µη γραµµική συνάρτηση της ταχύτητας. Αρχικά, χάριν απλότητας 

θεωρείται ότι η τριβή του συστήµατος, όπου κι αν εµφανίζεται, περιγράφεται από το 

κλασσικό µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδη τριβή). Η µη γραµµικότητα του µοντέλου 

τριβής οφείλεται στο πρόσηµο της τριβής Coulomb, το οποίο πρέπει να είναι πάντοτε 

αντίθετο από το πρόσηµο της ταχύτητας. 

 
6.2.1 Η δύναµη τριβής ως διαταραχή 
Αν υποτεθεί ότι η µάζα κινείται µόνο ως προς µια κατεύθυνση, τότε η τριβή Coulomb έχει 

πάντα το ίδιο πρόσηµο ανεξάρτητα από την ταχύτητα, οπότε αποτελεί µία σταθερή 

δύναµη που αντιστέκεται στην κίνηση της µάζας. Γι’ αυτόν τον λόγο σ’ αυτήν την 

περίπτωση µπορεί να θεωρηθεί σαν µία εξωτερική διαταραχή στο σύστηµα. Το υπόλοιπο 

τµήµα της δύναµης τριβής είναι η ιξώδης τριβή η οποία είναι ανάλογη της ταχύτητας. 

Ειδικότερα, για την πειραµατική διάταξη του Σχ. 6-1 αναπτύσσονται δύο 

διαφορετικές δυνάµεις τριβής. Η µία εφαρµόζεται στην κινούµενη µάζα από τον κοχλία, 

ενώ η άλλη αναπτύσσεται στις δύο εδράσεις του κοχλία, σύµφωνα µε το σχήµα: 

 

 

Σχήµα 6-8. Οι δυνάµεις τριβής στο σύστηµα δροµέα-κοχλία. 

 
όπου: 

Jκ   η ροπή αδράνειας του κοχλία ως προς τον άξονά του, 

ε,cT  η ροπή, ως προς τον άξονα του κοχλία, της τριβής Coulomb στα έδρανα, 

εb   ο συντελεστής ιξώδους τριβής στα έδρανα, 

κ,cF  η τριβή Coulomb στην επιφάνεια του κοχλία, λόγω κίνησης της µάζας, 

κb   ο συντελεστής ιξώδους τριβής στην επιφάνεια του κοχλία, λόγω κίνησης της µάζας. 

 

Σύµφωνα µε τις προηγούµενες παραδοχές για την δύναµη τριβής, στο σύστηµα 

ανοικτού βρόχου του Σχ. 6-7 υπάρχουν τρεις διαταραχές, που είναι οι: ε,cT , κ,cF  και κV . 

Έτσι το διάγραµµα δεσµών του συστήµατος είναι το εξής: 
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Σχήµα 6-9. Το διάγραµµα δεσµών της πειραµατικής διάταξης. 

 
Στο σύστηµα υπάρχουν δύο αναστροφείς, ο ενισχυτής εύρους παλµού, GY1, και ο 

κινητήρας, GY2, µε συντελεστές αναστροφής ampKr 11 =  και TKr =2 , αντίστοιχα. 

Επίσης, υπάρχει ένας µετασχηµατιστής, TF, ο κοχλίας-οδηγός, µε συντελεστή 

µετασχηµατισµού π2hm = , όπου cmh 2=  το βήµα του κοχλία. 

Οι πρωτογενείς µεταβλητές του συστήµατος είναι οι: 

 bMJbma FFTTi ,,,,,, υω   

Οι δευτερογενείς µεταβλητές του συστήµατος είναι οι: 

 bMJbma FTV υυωω ,,,,,,   

Οι µεταβλητές κατάστασης του συστήµατος είναι οι: 

 Jω   

Οι εξισώσεις στοιχείων και κόµβων δίνονται στον Πίν. 6-1. 

 
Πίνακας 6-1. Οι εξισώσεις στοιχείων και κόµβων της πειραµατικής διάταξης. 

α.α. Εξισώσεις Στοιχείων α.α. Εξισώσεις Κόµβων 

1 
κVr

ia
1

1
=  

8 ωωωω === mbJ  

2 
am irT 2=  9 

ε,cJbm TTTTT +++=  

3 
bb bT ωε=  10 υυυ == bM  

4 1J
J

d T
dt Jκ

ω
=  

11 
κ,cbM FFFF ++=  
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5 ωυ m=    

6 

dt
d

MF M
M

υ
=  

  

7 
bb bF υκ=    

 
Η εξίσωση κατάστασης του συστήµατος είναι η εξής: 

 ( )9 2,1,3,8
,

1 1J J
J m c b

d dT T T T T
dt J dt J ε

κ κ

ω ω
= → = − − − →   

 11,6,7,10,5,8
2 ,

1

1 1J
c J

d r V T b T
dt J r κ ε ε

κ

ω ω
 

= + − − → 
 

  

 2 , ,
1

1 1J J
c J J c

d dr V T b m mM mb F
dt J r dtκ ε ε κ κ

κ

ω ωω ω
  = − − − + +  

  
  

η οποία σε µητρωϊκή µορφή γράφεται: 

 [ ] [ ]
2

2
,2 2

1
,

1 1J J c

c

V
b m bd r m T

dt J m M J m M r
F

κ
ε κ

ε
κ κ

κ

ω ω
 

   − −  = ⋅ + − − ⋅     + +      

 (6-3) 

Αν τεθεί: 2 2
, , ,, , c c cJ J m M b b m b T T mFολ κ ολ ε κ ολ ε κ= + = + = +  (6-4) 

τότε η Εξ. (6-3) γράφεται: 

 [ ] [ ] 







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




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



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ολ ωω
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 (6-5) 

ή γενικότερα: [ ] [ ] 







⋅+⋅=

ολ

κωω
,cT
V

BA
dt
d

 (6-6) 

όπου: 







−⋅=








= 11,

1

2

r
r

J
B

J
b

A
ολολ

ολ  (6-7) 

Με την βοήθεια της εξίσωσης (6-6) µπορεί να σχεδιαστεί το δοµικό διάγραµµα του 

συστήµατος, το οποίο δίνεται στο Σχ. 6-10. 
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Σχήµα 6-10. Το δοµικό διάγραµµα της πειραµατικής διάταξης. 

 
Επίσης, η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι η: 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]


















−

−

−
==−= −

ολ
ολ

ολ
ολ

b
J

sb
J

s

rrsGsGBAsIsG
1
1

1
12

21
1  (6-8) 

 
6.2.2 Η δύναµη τριβής ως συνάρτηση της ταχύτητας 
Αν η κίνηση της µάζας δεν γίνεται µόνο προς µία κατεύθυνση, αλλά και προς τις δύο 

κατευθύνσεις, τότε η τριβή Coulomb είναι συνάρτηση του πρόσηµου της ταχύτητας. Αυτό 

σηµαίνει ότι, σ’ αυτήν την περίπτωση, η τριβή Coulomb δεν αποτελεί µία εξωτερική 

διαταραχή στο σύστηµα, διότι εξαρτάται άµεσα από την µεταβλητή κατάστασης του 

συστήµατος. 

Τότε, το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 6-10 πρέπει να µετασχηµατιστεί στο ακόλουθο: 

 

 

Σχήµα 6-11. Το δοµικό διάγραµµα της πειραµατικής διάταξης, όταν η τριβή είναι 
συνάρτηση της ταχύτητας. 

 
Με βάσει το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 6-11 µπορεί να εξαχθεί η συνάρτηση 

µεταφοράς του συστήµατος για οποιαδήποτε µοντελοποίηση της τριβής σε συνάρτηση µε 

την ταχύτητα, αρκεί να επιλεγεί κατάλληλα το “block” του δοµικού διαγράµµατος που 

αντιστοιχεί στην τριβή Coulomb. 
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6.2.3 Πειραµατικός προσδιορισµός της τριβής 
Τα χαρακτηριστικά της τριβής τα οποία µπορούν να µοντελοποιηθούν, εξαρτώνται άµεσα 

από την εφαρµογή, την επιθυµητή ακρίβεια στην απόκριση του συστήµατος και την 

πειραµατική διάταξη. Για παράδειγµα, αν ο “encoder” που χρησιµοποιείται για την 

καταγραφή της θέσης έχει διακριτική ικανότητα της τάξης των 50.000counts/rev, τότε η 

µικρότερη γωνιακή µετατόπιση που µπορεί να µετρηθεί είναι της τάξης των 0,00013rad ή 

ισοδύναµα των 0,0072deg. Σ’ αυτήν την περίπτωση θα µπορούσε να επιδιωχθεί η 

απόκριση θέσης του κινούµενου σώµατος να είναι ανάλογης ακρίβειας. 

Όµως, η ανάγκη υψηλής ακρίβειας στην απόκριση θέσης απαιτεί η αντιστάθµιση της 

δύναµης της τριβής να γίνει µε αρκετά µεγάλη λεπτοµέρεια. Με άλλα λόγια, στην 

περίπτωση αυτή απαιτείται η µοντελοποίηση ακόµα και ορισµένων χαρακτηριστικών της 

τριβής στην περιοχή της προ-ολίσθησης µετατόπισης, µε την εκάστοτε επιθυµητή κίνηση 

του σώµατος να καθορίζει ποια απ’ αυτά τα φαινόµενα είναι αναγκαίο να 

µοντελοποιηθούν. 

Στην πειραµατική διάταξη του Σχ. 6-7, που χρησιµοποιήθηκε για την εφαρµογή των 

σχεδίων αντιστάθµισης, ο “encoder” έχει διακριτική ικανότητα ίση µε 500counts/rev, που 

σηµαίνει ότι η µικρότερη γωνιακή µετατόπιση που µπορεί να µετρηθεί είναι 0,013rad ή 

ισοδύναµα 0,72deg, ενώ η µικρότερη γραµµική µετατόπιση που µπορεί να µετρηθεί είναι 

0.042mm. Αυτό σηµαίνει ότι οι µικρότερες κινήσεις που µπορούν να γίνουν αντιληπτές 

ανήκουν στην περιοχή των µακρό-µετατοπίσεων και όχι στην περιοχή της προ-ολίσθησης 

µετατόπισης. Με άλλα λόγια, η χρησιµοποίηση ενός µοντέλου τριβής που θα ενσωµάτωνε 

φαινόµενα της στατικής περιοχής δεν θα µπορούσε να οδηγήσει σε κανένα συµπέρασµα 

ως προς την αποτελεσµατικότητά του. 

Για τους λόγους αυτούς η µοντελοποίηση της τριβής για την εφαρµογή των σχεδίων 

αντιστάθµισης θα βασιστεί σε κινητικά µοντέλα που ενσωµατώνουν κυρίως τα µόνιµα 

χαρακτηριστικά της τριβής.  

Όµως, ανεξάρτητα απ’ το µοντέλο τριβής που χρησιµοποιείται για την αντιστάθµιση 

τριβής, η επιτυχία της εξαρτάται άµεσα από την ακρίβεια µε την οποία προσδιορίστηκαν 

οι παράµετροι του µοντέλου κατά µήκος της διαδροµής κίνησης. Γι’ αυτόν τον λόγο ο 

πειραµατικός προσδιορισµός των παραµέτρων της τριβής είναι πολύ µεγάλης σηµασίας. 

Ειδικότερα, δεδοµένου ότι το πιο γενικό µοντέλο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί είναι το 

γενικό κινητικό µοντέλο, βλ. Παρ. 3.1.2, και ότι οι παράµετροι οποιουδήποτε απλούστερου 

κινητικού µοντέλου µπορούν να προκύψουν από τις παραµέτρους του, προσδιορίστηκαν 

πειραµατικά µόνο οι παράµετροι του γενικού κινητικού µοντέλου. 

Συγκεκριµένα, οι παράµετροι του γενικού κινητικού µοντέλου τριβής είναι οι εξής: 
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 bTT strcs ,,, ω  (6-9) 

όπου: 

sT   η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής ή η ροπή αποδέσµευσης, 

cT   η ροπή της τριβής Coulomb, 

strω  η ταχύτητα Stribeck, 

b   ο συντελεστής ιξώδους τριβής. 

 
Ακινητοποιώντας την µάζα του συστήµατος σε µια οποιαδήποτε θέση της συνολικής 

διαδροµής της και εφαρµόζοντας στους ακροδέκτες του ενισχυτή µια συνεχώς 

αυξανόµενη τάση, ξεκινώντας απ’ την µηδενική, µπορεί να καταγραφεί η τιµή της τάσης 

κατά την εκκίνηση. Ειδικότερα, ως εκκίνηση ορίζεται η κίνηση κατά µία πολύ µικρή 

απόσταση, π.χ. 3 “encoder counts”, έτσι ώστε να συµπεριληφθεί και µία ενδεχόµενη χάρη 

κατανοµών οδόντων (backlash) που µπορεί να εµφανίσει η συγκεκριµένη πειραµατική 

διάταξη. Η τιµή της τάσης του ρεύµατος κατά την εκκίνηση της µάζας καθορίζει το 

επίπεδο της ροπής αποδέσµευσης, sT . 

Αµέσως µετά την εκκίνηση της µάζας η δύναµη τριβής ελαττώνεται σε ένα κατώτερο 

επίπεδο, που είναι η τριβή ολίσθησης ή η τριβή Coulomb, cT . Το επίπεδο αυτό µπορεί να 

εκτιµηθεί αφαιρώντας από την ροπή που ασκεί ο κινητήρας την αδρανειακή ροπή που 

ασκείται στην µάζα, λόγω της επιταχυνόµενης κίνησης που εκτελεί. Η ροπή αδράνειας της 

κινούµενης µάζας και των περιστρεφόµενων τµηµάτων ως προς τον άξονα του κοχλία-

οδηγού, η οποία χρειάζεται για τον υπολογισµό της αδρανειακής ροπής, έχει 

προσδιοριστεί πειραµατικά στο [3], και βρέθηκε ίση µε: 

 20.0003J Kg mολ = ⋅  (6-10) 

Επιπλέον, το επίπεδο της ταχύτητας την στιγµή µέτρησης της τριβής Coulomb, 

αποτελεί µία εκτίµηση της ταχύτητας Stribeck, strω . 

Όσον αφορά τον συντελεστή της ιξώδους τριβής, b , η τιµή του µπορεί να εκτιµηθεί 

υπολογίζοντας την ροπή που ασκεί ο κινητήρας κατά την κίνηση της µάζας µε σταθερή 

ταχύτητα. Αφαιρώντας απ’ αυτήν την ροπή το επίπεδο της τριβής ολίσθησης, δηλαδή την 

τριβή Coulomb, και διαιρώντας µε την τιµή της ταχύτητας, προκύπτει η τιµή του 

συντελεστή ιξώδους τριβής. ∆ηλαδή, κατά την κίνηση µε σταθερή ταχύτητα ισχύει: 

 m cT Tb
ω
−

=  (6-11) 



6 Αντιστάθµιση τριβής σε πειραµατική διάταξη 

136 

Πραγµατοποιώντας τα προηγούµενα πειράµατα σε πολλές θέσεις κατά µήκος του 

κοχλία-οδηγού, προέκυψαν τα ακόλουθα διαγράµµατα των χαρακτηριστικών µεγεθών της 

τριβής. 
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Σχήµα 6-12. Πειραµατικές τιµές των χαρακτηριστικών µεγεθών της τριβής σε συνάρτηση 
µε την θέση της µάζας στον κοχλία-οδηγό. 

 
Οι µέσες τιµές των χαρακτηριστικών µεγεθών της τριβής όπως προκύπτουν από τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα του Σχ. 6-12 είναι οι εξής: 

 ,

4

0.0446
0.0218

4.86 10 / / sec
3.554 / sec

s

c c

str

T Nm
T T Nm

b b Nm rad
rad

ολ

ολ

ω

−

=

= =

= = ⋅
=

 (6-12) 

Με την βοήθεια των πειραµατικών τιµών του Σχ. 6-12 είναι δυνατή η αντιστάθµιση 

της τριβής χρησιµοποιώντας το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής, ή οποιοδήποτε άλλο 

κινητικό µοντέλο τριβής. Οι παράµετροι αυτού του µοντέλου δεν θα είναι σταθερές τιµές, 
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αλλά θα µεταβάλλονται ανάλογα µε την τρέχουσα θέση της κινούµενης µάζας, σύµφωνα 

µε τις πειραµατικές µετρήσεις. 

 

6.3 Αντιστάθµιση τριβής 
6.3.1 Επιλογή του µοντέλου τριβής 
Η αναγκαιότητα επίτευξης υψηλής ακρίβειας στην απόκριση θέσης της κινούµενης µάζας 

καθιστά επιτακτική την επιλογή του καταλληλότερου µοντέλου τριβής. Ένας απλός 

τρόπος επιλογής µεταξύ των διαφόρων µοντέλων είναι η σύγκριση της απόκρισης θέσης 

του συστήµατος σε διάφορες εισόδους µε την απόκριση, στην ίδια είσοδο, του µοντέλου 

του συστήµατος στο Matlab/Simulink, όταν το “block” της τριβής αντικατασταθεί µε το 

προς εξέταση µοντέλο τριβής. Το µοντέλο τριβής που οδηγεί σε καλύτερη προσέγγιση της 

πραγµατικής απόκρισης, θα είναι το καταλληλότερο για την αντιστάθµιση της τριβής του 

συστήµατος. 

Αν υποτεθεί ότι στο σύστηµα δίνεται µία είσοδος θέσης, ενώ συγχρόνως 

χρησιµοποιείται ένας PD κατευθυντής, τότε το µοντέλο του συστήµατος δίνεται στο 

ακόλουθο σχήµα: 

 

 

Σχήµα 6-13. ∆οµικό διάγραµµα πειραµατικής διάταξης µε PD κατευθυντή. 

 

όπου: 
125.0

1
+

=
s

G filter   

είναι η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου µε το οποίο η κάρτα ελέγχου υπολογίζει την 

ταχύτητα της µάζας. 

Έστω ότι στο πραγµατικό σύστηµα δίνεται µία βηµατική είσοδος: 

 radcountsd 25.504000 ==θ  (6-13) 
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µε τα κέρδη του PD κατευθυντή να είναι: 

 
sec//1592.0sec//002.0

/0796.0/001.0
radVoltcountVoltK

radVoltcountVoltK

d

p

==

==
 (6-14) 

Τότε, η απόκριση θέσης του συστήµατος σε αντιπαράθεση µε τις αντίστοιχες αποκρίσεις 

του µοντέλου του στο Matlab/Simulink, βλ. Σχ. 6-13, όταν στην θέση του “block” της 

τριβής χρησιµοποιούνται τα ακόλουθα µοντέλα τριβής: 

1. Κλασσικό µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδης τριβή), 

 ( ) ( )sgn , 0
0, 0
c

f

T b
T

ω ω αν ω
ω

αν ω

 + ≠= 
=

 (6-15) 

2. Κλασσικό µοντέλο τριβής (Ροπή αποδέσµευσης+ιξώδης τριβή), 

 ( ) ( )sgn , 0
0, 0
s

f

T b
T

ω ω αν ω
ω

αν ω

 + ≠= 
=

 (6-16) 

3. Γενικό κινητικό µοντέλο τριβής, 

 ( ) ( ) ( ) ( )2exp sgn , 0

0, 0

c s c str
f

T T T b
T

ω ω ω ω αν ω
ω

αν ω

 + − − + ≠ = 
 =

 (6-17) 

δίνονται στο Σχ. 6-14. 

Εξετάζοντας την επίδραση που έχει κάθε ένα από τα τρία µοντέλα τριβής στην 

απόκριση του συστήµατος, προκύπτει ότι το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής (µοντέλο 

τριβής 3) προσεγγίζει καλύτερα την τριβή που αναπτύσσεται στο πραγµατικό σύστηµα. 

Ειδικότερα, συνδυάζοντας την τριβή ολίσθησης µε την ροπή αποδέσµευσης επιτυγχάνει 

τον συνδυασµό των πλεονεκτηµάτων του µοντέλου Coulomb+ιξώδης τριβή (µοντέλο 

τριβής 1) και του µοντέλου ροπή αποδέσµευσης+ιξώδης τριβή (µοντέλο τριβής 2), 

αντίστοιχα. Τα πλεονεκτήµατα των δύο τελευταίων µοντέλων είναι η καλύτερη περιγραφή 

της απόκρισης κατά την ολίσθηση και η ακρίβεια στο σφάλµα µόνιµης κατάστασης, 

αντίστοιχα. 

Ο συνδυασµός της τριβής ολίσθησης µε την ροπή αποδέσµευσης συνιστά το 

φαινόµενο Stribeck, το δυναµικό, δηλαδή, φαινόµενο που περιγράφει την ελάττωση της 

ροπής της τριβής κατά την εκκίνηση (“stick-slip” κίνηση). Γι’ αυτόν τον λόγο το γενικό 

κινητικό µοντέλο τριβής θα ήταν καταλληλότερο από τα υπόλοιπα δύο για να 

αντισταθµίσει την τριβή. 
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Σχήµα 6-14. Σύγκριση της απόκρισης θέσης του πραγµατικού συστήµατος µε τις 
αποκρίσεις θέσης του µοντέλου του συστήµατος για τρία διαφορετικά µοντέλα τριβής. 

 
Επιπλέον, είναι αναγκαίο να εξεταστεί η συµπεριφορά των τριών κινητικών 

µοντέλων τριβής, όταν η κινούµενη µάζα εκτελεί συνεχώς µία δυναµική κίνηση, δηλαδή 

µία κίνηση µε συνεχείς και πολύ απότοµες µεταβολές της ταχύτητας. Τότε, σύµφωνα µε 

την Παρ. 2.3, η κίνηση θα χαρακτηρίζεται και από ορισµένα νέα δυναµικά φαινόµενα, 

εκτός από το φαινόµενο Stribeck, των οποίων η επίδραση στην απόκριση του 

συστήµατος θα πρέπει να εξεταστεί. 

Η κίνηση της µάζας κατά την διάρκεια ενός L.C. συνιστά µία κίνηση µε συνεχείς και 

πολύ απότοµες µεταβολές της ταχύτητας. Προσθέτοντας στην ροπή του κατευθυντή µία 

ροπή αντιστάθµισης βασισµένη, για παράδειγµα, στο µοντέλο: 

 ( )
( )







∆≤

∆>⋅′+⋅′
=

V

VbT
T s
f ωαν

ωανωω
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,sgn
 (6-18) 
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µε: 

1.5

0.25 / sec

s sT T

b b
V rad

′ = ⋅

′ =
∆ =

  

όπου: 

V∆  είναι το όριο της ταχύτητας κάτω από το οποίο η ταχύτητα θεωρείται µηδενική, διότι 

στην πράξη µηδενική ταχύτητα δεν µπορεί να υπάρξει, παρά µόνο µία πολύ µικρή 

ταχύτητα κοντά στην µηδενική, 

 
αναµένεται να εµφανιστεί L.C. στην απόκριση του συστήµατος. Συγκεκριµένα, σ’ αυτήν 

την περίπτωση το δοµικό διάγραµµα του συστήµατος δίνεται στο ακόλουθο σχήµα: 

 

 

Σχήµα 6-15. ∆οµικό διάγραµµα πειραµατικής διάταξης µε PD κατευθυντή και 
αντιστάθµιση τριβής. 

 
Αν τα κέρδη του PD κατευθυντή καθώς και η βηµατική είσοδος παραµείνουν ίδια µε 

την προηγούµενη περίπτωση, βλ. Εξ. (6-13), (6-14), τότε η απόκριση του συστήµατος 

µαζί µε τις αποκρίσεις του µοντέλου του στο Matlab/Simulink, Σχ. 6-15, για τα τρία 

κινητικά µοντέλα τριβής, βλ. Εξ. (6-15), (6-16), (6-17), φαίνονται στο Σχ. 6-16. 

∆εδοµένου ότι το γενικό κινητικό µοντέλο τριβής (µοντέλο τριβής 3) επαρκεί για την 

προσοµοίωση της συµπεριφοράς της τριβής σε µία συνεχή δυναµική κίνηση, όπως για 

παράδειγµα είναι το L.C., σηµαίνει ότι η το δυναµικό φαινόµενο που σε πολύ µεγάλο 

ποσοστό καθορίζει την συµπεριφορά του συστήµατος σ’ αυτήν την κίνηση είναι το 
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φαινόµενο Stribeck. Τα υπόλοιπα δυναµικά φαινόµενα τα οποία περιγράφηκαν στην Παρ. 

2.3 δεν φαίνεται να επιδρούν σηµαντικά στην απόκριση του συστήµατος. 

Συµπερασµατικά, και στην περίπτωση της κίνησης L.C. το γενικό κινητικό µοντέλο 

τριβής (µοντέλο τριβής 3) αποτελεί καταλληλότερη επιλογή σε σύγκριση µε τα υπόλοιπα 

δύο µοντέλα τριβής (µοντέλα τριβής 1 και 2). 
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Σχήµα 6-16. Σύγκριση της απόκρισης θέσης του πραγµατικού συστήµατος µε τις 
αποκρίσεις θέσης του µοντέλου του συστήµατος για τρία διαφορετικά µοντέλα τριβής, 
όταν εµφανίζεται L.C. 

 
6.3.2 Υπερεκτίµηση της τριβής και εντοπισµός L.C. 
Σύµφωνα µε το Κεφ. 5, η αντιστάθµιση τριβής µπορεί να οδηγήσει σε εντοπισµό L.C. εάν 

οι παράµετροι του µοντέλου τριβής έχουν υπερεκτιµηθεί. Σ’ αυτήν την περίπτωση, είναι 

ενδιαφέρον να ελεγχθούν στην πράξη (µε την βοήθεια της πειραµατικής διάταξης που 

περιγράφηκε στην Παρ. 6.1) οι συνθήκες εντοπισµού L.C. καθώς και η περιοχή ισχύος 

της D.F.A. (ο θεωρητικός έλεγχος αναπτύχθηκε στο Κεφ. 5). 
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Ειδικότερα, ως µοντέλο τριβής αντιστάθµισης χρησιµοποιείται το κλασσικό 
µοντέλο τριβής (τριβή Coulomb+ιξώδης τριβή). ∆εδοµένου των παρατηρήσεων της Παρ. 

6.3.1, το κινητικό µοντέλο τριβής που ενσωµατώνει σε µεγαλύτερο βαθµό την 

συµπεριφορά της τριβής στην συγκεκριµένη πειραµατική διάταξη είναι το γενικό κινητικό 
µοντέλο τριβής. Εποµένως, η τιµή του πλάτους και της συχνότητας ενός ενδεχόµενου 

L.C. που δηµιουργείται λόγω υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής, σύµφωνα µε 

την Παρ. 5.2.5.1, θα δίνονται από την εξίσωση: 

 
( ){ } ( )

( )

( ){ }

2

2

, 3.5
4 exp1 2Re

, 3.5
4

Im 0

str

c s c
strL

total

str
c

L

X X
XT T T

G j
N X

X X
T

G j

π θ

θω
π θ

ω

 − ≤      ∆ + − −   = − =    
 
 − >
 ∆


=

(6-19) 

 

6.3.2.1 PD κατευθυντής 
Αν χρησιµοποιείται PD κατευθυντής, τότε η συνάρτηση µεταφοράς του γραµµικού 

τµήµατος του συστήµατος, σύµφωνα µε την M.E.D.F., υπολογίζεται από το δοµικό 

διάγραµµα του Σχ. 6-15. Ειδικότερα, αν θεωρηθεί αµελητέα η επίδραση του φίλτρου 

filterG , προκύπτει ότι: 

 ( ) ( )2L
T amp d T amp p

sG s
J s b K K K s K K Kολ

=
+ ∆ + +

 (6-20) 

ή ισοδύναµα, ότι: 

 ( ) ( ) ( )2L
T amp p T amp d

jG j
K K K J b K K K jολ

ωω
ω ω

=
− + ∆ +

 (6-21) 

Από τις Εξ. (6-19), (6-21) προκύπτει ότι το πλάτος και η συχνότητα του L.C., αν 

υποτεθεί ότι 3.5 strX θ> , δίνονται από την εξίσωση: 
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b K K K
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 (6-22) 

Σε περίπτωση που από την Εξ. (6-22) βρεθεί ότι . . 3.5L C strX θ≤  η υπόθεση από τη 

οποία προέκυψε η Εξ. (6-22) δεν ισχύει, οπότε θα πρέπει να τροποποιηθεί. 
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Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τον πειραµατικό προσδιορισµό των παραµέτρων της τριβής, 

βλ. Παρ. 6.2.3, έχει βρεθεί ότι 3.554 / secstr radω = , οπότε αν από την Εξ. (6-22) 

προκύψει ότι . . 6.649 / secL CX rad≤ , τότε η Εξ. (6-22) θα πρέπει να τροποποιηθεί. 

Στον Πίν. 6-2 παρατίθενται ορισµένες περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων 

της τριβής που οδηγούν σε εντοπισµό L.C. Γι' αυτές τις περιπτώσεις έχει υπολογιστεί η 

θεωρητικά προβλεπόµενη τιµή του πλάτους και της συχνότητας του L.C. καθώς και η τιµή 

της διαφοράς G∆ , όπως ορίστηκε στην Παρ. 5.2.2.4. Ως πραγµατικές τιµές της τριβής 

Coulomb και του συντελεστή ιξώδους τριβής λαµβάνονται οι πειραµατικά 

προσδιορισθείσες µέσες τιµές τους κατά µήκος του οδηγού κοχλία. 

 
Πίνακας 6-2. Περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής που οδηγούν σε 
εντοπισµό L.C. όταν χρησιµοποιείται PD κατευθυντής. 

α.α. pK  dK  cT∆  b∆  G∆  . .L CX  . .L Cω  

Volt
rad

 
 
 

 
secVolt

rad
⋅ 

 
 

 ( )Nm  
secNm

rad
⋅ 

 
 

( )dB  
sec
rad 

 
 

 
sec
rad 

 
 

 
 

210−×  210−×  210−×  310−×     

1 7.96 15.9 -5.41 0.000 0.671 10.3 3.34 

2 7.96 11.9 -5.41 0.000 1.15 13.8 3.34 

3 7.96 7.96 -5.41 0.000 2.31 20.6 3.34 

4 7.96 3.98 -5.41 -0.243 7.31 48.2 3.34 

5 7.96 3.98 -5.41 -0.486 8.85 58.1 3.34 

6 7.96 3.98 -5.41 -0.729 10.9 73.1 3.34 

7 7.96 3.98 -5.41 -0.968 11.9 97.9 3.34 

8 7.96 3.98 -5.41 -1.098 13.6 121 3.34 

 
Οι αποκρίσεις σφάλµατος και ταχύτητας που προέκυψαν για κάθε µία από τις 

περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής, Πίν. 6-2, φαίνονται στο σχήµα: 
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Σχήµα 6-17. Αποκρίσεις σφάλµατος και ταχύτητας σε διάφορες περιπτώσεις 
υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής όταν χρησιµοποιείται PD κατευθυντής. 

 
Οι τιµές του πλάτους και της συχνότητας των αποκρίσεων του Σχ. 6-18, καθώς και 

τα αντίστοιχα σφάλµατα στον προσδιορισµό τους από την D.F.A., παρατίθενται στον 

πίνακα: 

 
Πίνακας 6-3. Πειραµατικές τιµές του πλάτους και της συχνότητας του L.C. για διάφορες 
περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής όταν χρησιµοποιείται PD 
κατευθυντής. 

α.α. ( ). ., / secL C eX rad  ( ), %X ee  ( ). ., / secL C e radω  ( ), %eeω  

1 15.80 53.4 1.315 60.6 

2 29.81 116 1.976 40.8 

3 46.20 124 3.095 7.34 

4 54.49 13.1 2.992 10.4 

5 65.58 12.8 3.111 7.29 

6 89.70 22.7 5.108 52.9 
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7 163.5 67.0 5.712 75.5 

8 199.8 65.0 5.512 65.0 

 
Με την βοήθεια των στοιχείων του Πίν. 6-3 σχεδιάζεται η γραφική παράσταση του 

σφάλµατος στον προσδιορισµό του πλάτους και της συχνότητας του L.C. σε συνάρτηση 

µε την µεταβλητή G∆ . 
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Σχήµα 6-18. Γραφική παράσταση του σφάλµατος στην προσέγγιση της τιµής του 
πλάτους και της συχνότητας του L.C όταν χρησιµοποιείται PD κατευθυντής. 

 
Από την γραφική παράσταση του Σχ. 6-18, φαίνεται ότι προβλέπεται, µε ένα αρκετά 

ικανοποιητικό σφάλµα, το πλάτος και η συχνότητα του L.C. όταν η µεταβλητή G∆  παίρνει 

τιµές µεταξύ των 7dB και των 10dB. Εν µέρει, δηλαδή, επιβεβαιώνεται η αναµενόµενη 

µείωση του σφάλµατος µε την αύξηση της τιµής της µεταβλητής G∆ . Ωστόσο, ενώ για 

τιµές µεγαλύτερες των 10dB οι τιµές του σφάλµατος θα έπρεπε να µειώνονται συνεχώς, 

εµφανίζεται ακριβώς το αντίθετο. 

Ένας παράγοντας που µπορεί να επηρεάζει αυτήν την απόκλιση είναι οι πολύ 

µεγάλες ταχύτητες (πολύ µεγάλο πλάτος) που εµφανίζονται σ' αυτές τις περιπτώσεις, µε 

αποτέλεσµα ενδεχόµενες αποκλίσεις της τριβής αντιστάθµισης από την πραγµατική 

(συγκεκριµένα του συντελεστή ιξώδους τριβής) να επιδρούν σε πολύ µεγαλύτερο βαθµό. 
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Ένας, ακόµη, παράγοντας θα µπορούσε να είναι µία ενδεχόµενη απόκλιση στον 

υπολογισµό της ροπής αδράνειας του συστήµατος η οποία επηρεάζει άµεσα την τιµή της 

θεωρητικά προβλεπόµενης συχνότητας του L.C. 

 

6.3.2.2 PID κατευθυντής 
Αν χρησιµοποιείται PID κατευθυντής, όπως χρησιµοποιήθηκε στο Σχ. 5-15, τότε η 

συνάρτηση µεταφοράς του γραµµικού τµήµατος του συστήµατος υπολογίζεται πάλι από 

το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 6-14, εφ' όσον αντικατασταθεί ο PD κατευθυντής µε έναν 

PID κατευθυντή. Ειδικότερα, αν θεωρηθεί αµελητέα η επίδραση του φίλτρου filterG , 

προκύπτει ότι: 

 ( ) ( )
2

3 2L
T amp d T amp p T amp p i

sG s
J s b K K K s K K K s K K K Kολ

=
+ ∆ + + +

 (6-23) 

ή ισοδύναµα: 
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 (6-24) 

Από τις Εξ. (6-19), (6-23) προκύπτει ότι το πλάτος και η συχνότητα του L.C., αν 

υποτεθεί ότι 3.5 strX θ> , δίνονται από την εξίσωση: 
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Στον Πίν. 6-4 παρατίθενται ορισµένες περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων 

της τριβής που οδηγούν σε εντοπισµό L.C. Γι' αυτές τις περιπτώσεις έχει υπολογιστεί η 

θεωρητικά προβλεπόµενη τιµή του πλάτους και της συχνότητας του L.C. καθώς και η τιµή 

της διαφοράς G∆ , όπως ορίστηκε στην Παρ. 5.2.2.4. Ως πραγµατικές τιµές της τριβής 

Coulomb και του συντελεστή ιξώδους τριβής λαµβάνονται οι πειραµατικά 

προσδιορισθείσες µέσες τιµές τους κατά µήκος του οδηγού κοχλία. 

 
Πίνακας 6-4. Περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής που οδηγούν σε 
εντοπισµό L.C. όταν χρησιµοποιείται PID κατευθυντής. 

α.α. pK  dK  iK  cT∆  b∆  G∆  . .L CX  . .L Cω  
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 210−×  210−×  110−×  210−×  310−×     

1 7.96 15.9 0.100 -5.41 -0.152 0.707 10.6 3.34 

2 7.96 11.9 0.100 -5.41 -0.152 1.20 14.3 3.34 

3 7.96 7.96 0.100 -5.41 -0.152 2.38 21.8 3.34 

4 7.96 3.98 0.100 -5.41 -0.152 6.28 46.2 3.34 

5 7.96 3.98 0.100 -5.41 -0.395 7.51 55.3 3.34 

6 7.96 3.98 0.100 -5.41 -0.638 9.10 68.6 3.34 

7 7.96 3.98 0.100 -5.41 -0.881 11.3 90.6 3.34 

8 7.96 3.98 0.100 -5.41 -1.00 12.7 107 3.34 

 
Οι αποκρίσεις σφάλµατος και ταχύτητας που προέκυψαν για κάθε µία από τις 

περιπτώσεις υπερεκτίµησης του Πίν. 6-4 φαίνονται στο σχήµα: 
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Σχήµα 6-19. Αποκρίσεις σφάλµατος και ταχύτητας σε διάφορες περιπτώσεις 
υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής όταν χρησιµοποιείται PID κατευθυντής. 
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Οι τιµές του πλάτους και της συχνότητας των αποκρίσεων του Σχ. 6-19, καθώς και 

τα αντίστοιχα σφάλµατα στον προσδιορισµό του από την D.F.A., παρατίθενται στον 

πίνακα: 

 
Πίνακας 6-5. Πειραµατικές τιµές του πλάτους και της συχνότητας του L.C. για διάφορες 
περιπτώσεις υπερεκτίµησης των παραµέτρων της τριβής όταν χρησιµοποιείται PID 
κατευθυντής. 

α.α. ( ). ., / secL C eX rad  ( ), %X ee  ( ). ., / secL C e radω  ( ), %eeω  

1 23.9 126 0.917 72.5 

2 29.2 104 1.03 69.2 

3 39.8 82.5 1.31 60.8 

4 66.2 43.3 1.83 45.2 

5 78.8 42.5 2.00 40.1 

6 104 51.6 2.57 23.1 

7 140 54.5 3.81 14.1 

8 172 60.7 3.81 14.1 

 
Με την βοήθεια των στοιχείων του Πίν. 6-5 σχεδιάζεται η γραφική παράσταση του 

σφάλµατος στον προσδιορισµό του πλάτους και της συχνότητας του L.C. σε συνάρτηση 

µε την µεταβλητή G∆ , βλ. Σχ. 6-20. 

Από την γραφική παράσταση του Σχ. 6-20, φαίνεται ότι, εν µέρει, επιβεβαιώνεται η 

αναµενόµενη µείωση του σφάλµατος µε την αύξηση της τιµής της µεταβλητής G∆ . 

Ωστόσο, εµφανίζεται, όπως και στην περίπτωση του PD κατευθυντή, το ίδιο φαινόµενο 

της αύξησης του σφάλµατος µετά από κάποιο σηµείο. Οι αιτίες εµφάνισης αυτού του 

φαινοµένου µπορούν να αποδοθούν στους λόγους που αναφέρθηκαν στην περίπτωση 

του PD κατευθυντή. 
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Σχήµα 6-20. Γραφική παράσταση του σφάλµατος στην προσέγγιση της τιµής του 
πλάτους και της συχνότητας του L.C όταν χρησιµοποιείται PID κατευθυντής. 

 
6.3.3 Εφαρµογή νόµων ελέγχου µε αντιστάθµιση 
Επιδιώκοντας την όσο το δυνατόν µεγαλύτερη ακρίβεια στην απόκριση θέσης του 

συστήµατος, και δεδοµένου των παρατηρήσεων της Παρ. 6.3.1, η χρησιµοποίηση του 

γενικού κινητικού µοντέλου τριβής, βλ. Εξ. (6-17), καθίσταται επιτακτική. Ωστόσο, για 

λόγους πληρότητας θα χρησιµοποιηθούν και τα υπόλοιπα δύο µοντέλα τριβής, βλ. Εξ. (6-

15), (6-16). 

Στις εξισώσεις περιγραφής των µοντέλων τριβής, τα χαρακτηριστικά µεγέθη της 

τριβής δεν λαµβάνονται µε τις µέσες τιµές τους, αλλά µε τις τιµές τις εξαρτώµενες από την 

θέση της κινούµενης µάζας, σύµφωνα µε τις πειραµατικές µετρήσεις του Σχ. 6-12. 

Επιπλέον, σ’ όλα τα µοντέλα τριβής η ταχύτητα θεωρείται µηδενική µέσα σε ένα µικρό 

διάστηµα γύρω από το µηδέν, διότι είναι πολύ δύσκολο η ταχύτητα να γίνει ακριβώς ίση 

µε το µηδέν. Τότε, οι εξισώσεις των µοντέλων τριβής που χρησιµοποιούνται για 

αντιστάθµιση, βλ. Εξ. (6-15), (6-16), (6-17), ανάγονται στις ακόλουθες: 

1. Κλασσικό µοντέλο τριβής (Coulomb+ιξώδης τριβή): 

 ( )
( )

,

sgn ,

0,
c

f cv

T b V
T

V

ω ω αν ω
ω

αν ω

 + ≥ ∆= 
< ∆

 (6-26) 
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2. Κλασσικό µοντέλο τριβής (Ροπή αποδέσµευσης+ιξώδης τριβή): 

 ( )
( )

,

sgn ,

0,
s

f bv

T b V
T

V

ω ω αν ω
ω

αν ω

 + ≥ ∆= 
< ∆

 (6-27) 

3. Γενικό κινητικό µοντέλο τριβής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

,

exp sgn ,

0,

c s c str

f gk

T T T b V
T

V

ω ω ω ω αν ω
ω

αν ω

 + − − + ≥ ∆ = 
 < ∆

 (6-28) 

µε: 20 / sec 0.25 / secV counts rad∆ = =   

 
Τα τρία µοντέλα, που περιγράφονται από τις Εξ. (6-26), (6-27), (6-28), 

χρησιµοποιούνται σε δύο διαφορετικά σχέδια αντιστάθµισης. Το πρώτο έχει σκοπό την 

µείωση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης, ενώ το δεύτερο την µείωση του σφάλµατος 

κατά την παρακολούθηση µιας τροχιάς (tracking). Και στις δύο περιπτώσεις η είσοδος στο 

σύστηµα, που καθορίζει την επιθυµητή θέση σε κάθε χρονική στιγµή (ή την επιθυµητή 

τροχιά), είναι η ίδια, και είναι αυτή που εικονίζεται στο ακόλουθο σχήµα: 

 

 

Σχήµα 6-21. Τροχιά παρακολούθησης κατά µήκος του κοχλία-οδηγού. 

 
Ο σχεδιασµός της συγκεκριµένης τροχιάς και τα κριτήρια επιλογής των παραµέτρων 

της παρατίθενται στο Παράρτηµα Α. 

 

6.3.3.1 Μείωση σφάλµατος µόνιµης κατάστασης 
Για την µείωση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης χρησιµοποιήθηκαν τέσσερις 

διαφορετικοί τρόποι ελέγχου, που είναι οι εξής: 

� PD έλεγχος, (PD): 
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 ( ) ωωθθ dpddppdm KeKKKT −=−−=,  (6-29) 

� PD έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το µοντέλο «Coulomb+ιξώδης τριβή», 

(PDCV): 

 cvfpdmpdcvm TTT ,,, +=  (6-30) 

� PD έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το µοντέλο «ροπή αποδέσµευσης+ 

ιξώδης τριβή», (PDBV): 

 bvfpdmpdbvm TTT ,,, +=  (6-31) 

� PD έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το «γενικό κινητικό µοντέλο τριβής», 

(PDGK): 

 gkfpdmpdgkm TTT ,,, +=  (6-32) 

Σε κάθε έναν από τους προηγούµενους τρόπους ελέγχου επιλέχτηκαν τα µέγιστα 

δυνατά κέρδη του PD κατευθυντή µε την προϋπόθεση ότι η απόσβεση του συστήµατος 

είναι 1≅ζ , βλ. Παράρτηµα Β.1, και ότι δεν εµφανίζεται L.C. Σ’ αυτήν την περίπτωση, για 

κάθε έναν από τους τέσσερις διαφορετικούς τρόπους ελέγχου και όταν ως είσοδος στο 

σύστηµα χρησιµοποιείται η καµπύλη του Σχ. 6-21, οι αποκρίσεις σφάλµατος και 

ταχύτητας του συστήµατος εικονίζεται στα Σχ. 6-22. Ως τελική επιθυµητή θέση έχει 

επιλεγεί να είναι, σύµφωνα µε το Σχ. 6-21, το σηµείο: 

 ( )2 ,20.4sec, 5000dt countsθ= =  (6-33) 

ενώ τα κέρδη που επιλέχτηκαν µε βάσει τα δύο προαναφερθέντα κριτήρια είναι τα 

ακόλουθα: 

 0.0050 / , 0.0015 / / secp dK Volt count K Volt count= =  (6-34) 
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Σχήµα 6-22. Αποκρίσεις σφάλµατος και ταχύτητας για διάφορες µεθόδους ελέγχου µε 
σκοπό την µείωση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης. 

 
Αποσκοπώντας στην εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων όσον αφορά το σφάλµα 

µόνιµης κατάστασης σε κάθε έναν από τους τέσσερις διαφορετικούς τρόπους ελέγχου, 

καταγράφτηκαν, για κάθε έναν απ’ αυτούς, τα σφάλµατα µόνιµης κατάστασης δέκα 

επαναλαµβανόµενων αποκρίσεων θέσης για τέσσερις διαφορετικές τελικές θέσεις. 

Ειδικότερα, οι τελικές θέσεις και τα αντίστοιχα κέρδη του PD κατευθυντή που επιλέχτηκαν 

είναι: 

( )
( )
( )
( ) sec//0014.0,/0040.0,6000

sec//0015.0,/0050.0,5000

sec//0015.0,/0060.0,4000
sec//0017.0,/0070.0,3000

,,,2,

,,,2,

,,,2,

,,,2,

countVoltKcountVoltKcounts

countVoltKcountVoltKcounts

countVoltKcountVoltKcounts

countVoltKcountVoltKcounts

dpd

dpd

dpd

dpd

===

===

===

===

δδδ

γγγ

βββ

ααα

θδ

θγ

θβ

θα

 (6-35) 
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Τα σφάλµατα µόνιµης κατάστασης που προέκυψαν φαίνονται στον ακόλουθο 

πίνακα: 

 
Πίνακας 6-6. Σφάλµα µόνιµης κατάστασης για τέσσερις τρόπους ελέγχου και για τέσσερις 
τελικές θέσεις. 

Σφάλµα µόνιµης κατάστασης, ( )countsess  

PD PDCV PDBV PDGK α.α. 

(α) (β) (γ) (δ) (α) (β) (γ) (δ) (α) (β) (γ) (δ) (α) (β) (γ) (δ) 

1 108 115 151 186 40 43 79 65 12 31 2 16 10 7 22 19 

2 130 146 139 195 42 36 104 72 -1 22 -1 16 19 25 7 7 

3 126 131 144 185 56 88 91 141 -14 13 -9 17 17 3 -1 7 

4 108 149 147 158 41 46 86 92 -3 18 1 17 18 -6 11 2 

5 107 142 158 188 48 51 88 82 -15 -2 19 10 19 -5 18 24 

6 103 119 150 180 49 49 85 94 5 -5 25 13 -10 29 9 26 

7 121 121 153 159 56 48 84 102 14 6 2 7 -7 -3 24 26 

8 107 146 146 171 45 48 90 84 -12 32 20 29 -6 4 18 31 

9 111 119 174 194 44 57 84 131 -5 11 4 10 2 26 -1 -11 

10 110 131 144 231 47 50 87 88 -2 -4 15 15 -5 8 16 19 

 
Υποθέτοντας ότι η τιµή του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης ακολουθεί την κανονική 

κατανοµή, τότε οι µέσες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις των προηγούµενων µετρήσεων 

δίνονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 
Πίνακας 6-7. Μέση τιµή και τυπική απόκλιση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης για 
τέσσερις µεθόδους ελέγχου και για τέσσερις τελικές θέσεις. 

Μέση τιµή, ( )countseµ  Τυπική απόκλιση, ( )countseσ  
Έλεγχος 

(α) (β) (γ) (δ) (α) (β) (γ) (δ) 

PD 113.1 131.9 150.6 184.7 9.171 13.04 22.01 59.45 

PDCV 46.8 51.6 87.8 95.1 5.673 13.90 38.73 51.81 

PDBV -2.1 12.2 7.8 15.0 10.14 13.65 12.03 6.687 

PDGK 5.7 8.8 12.3 15.0 12.13 13.23 9.584 14.79 
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Με την βοήθεια της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης του σφάλµατος µόνιµης 

κατάστασης υπολογίζεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας από την εξίσωση: 

 ( ) ( ) ( ) ReeNeef sseessess
ee

ss ∈≡








−−= ,,|
2

1exp
2

1 22
2 σµµ

σσπ
 (6-36) 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για κάθε µέθοδο ελέγχου και για κάθε τελική θέση 

έχει σχεδιαστεί στο ακόλουθο σχήµα: 
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Σχήµα 6-23. Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης 
για τέσσερις µεθόδους ελέγχου και για τέσσερις τελικές θέσεις. 

 
Επίσης, χρησιµοποιώντας τα πειραµατικά αποτελέσµατα της µέσης τιµής του 

σφάλµατος µόνιµης κατάστασης, βλ. Πίν. 6-7, υπολογίζεται το ποσοστό µείωσής της που 

επιτυγχάνουν οι µέθοδοι ελέγχου PDCV, PDBV, PDGK, σε σύγκριση µε την µέθοδο PD. 

Τα ποσοστά αυτά παρατίθενται στον ακόλουθο πίνακα: 
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Πίνακας 6-8. Ποσοστό µείωσης του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης για τις µεθόδους 
ελέγχου PDCV, PDBV, PDGK σε σύγκριση µε την µέθοδο PD και για τέσσερις τελικές 
θέσεις. 

Ποσοστό µείωσης του sse  
Έλεγχος 

(α) (β) (γ) (δ) 

PDCV 58.6% 60.9% 41.7% 48.5% 

PDBV 98.1% 90.8% 94.7% 91.9% 

PDGK 95.0% 93.3% 91.8% 91.9% 

 
Από το Σχ. 6-23 και τον Πίν. 6-8 προκύπτει ότι από τις τέσσερις µεθόδους ελέγχου, 

εκείνες που οδηγούν σε σηµαντική µείωση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης είναι οι 

PDBV, PDGK. Το αποτέλεσµα αυτό είναι αναµενόµενο, διότι και στις δύο µεθόδους 

ελέγχου το µοντέλο αντιστάθµισης της τριβής ενσωµατώνει την ροπή αποδέσµευσης, 

δηλαδή την µέγιστη τιµή της στατικής τριβής. 

Από τις εξισώσεις περιγραφής των ροπών ελέγχου για τις µεθόδους PDBV, PDGK, 

βλ. Εξ. (6-31), (6-32), αντίστοιχα, προκύπτει ότι το σφάλµα µόνιµης κατάστασης, δηλαδή 

το σφάλµα όταν η ταχύτητα και η επιτάχυνση τείνει στο µηδέν, εξαρτάται αποκλειστικά 

από την ροπή αποδέσµευσης, διότι τότε η ροπή ελέγχου είναι ίση µε: 

 ( ) ( )0,0,,, →+= ωωτανοssspssm TeKT  (6-37) 

Εποµένως, η σύγκριση του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης για τις διάφορες 

µεθόδους ελέγχου δεν µπορεί να αποτελέσει κριτήριο για την συµπεριφορά των µοντέλων 

τριβής κατά την διάρκεια της κίνησης. Γι’ αυτόν τον λόγο στην επόµενη ενότητα γίνεται 

προσπάθεια µείωσης του σφάλµατος κατά την συνολική διάρκεια της κίνησης. 

 

6.3.3.2 Μείωση σφάλµατος παρακολούθησης τροχιάς 
Για την µείωση του σφάλµατος κατά την συνολική διάρκεια της κίνησης, δηλαδή του 

σφάλµατος παρακολούθησης τροχιάς, χρησιµοποιήθηκαν τέσσερις διαφορετικοί τρόποι 

ελέγχου, που είναι οι εξής: 

� "Model Based" έλεγχος, (MB): 

 ( ) ( ) ( ),m mb d d d p d d d pT J K K J K e K eολ ολθ θ θ θ θ θ = + − + − = + +   (6-38) 

� MB έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το µοντέλο «Coulomb+ιξώδης τριβή», 

(ΜΒCV): 

 , , ,m mbcv m mb f cvT T T= +  (6-39) 
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� ΜΒ έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το µοντέλο «ροπή αποδέσµευσης+ 

ιξώδης τριβή», (ΜΒBV): 

 , , ,m mbbv m mb f bvT T T= +  (6-40) 

� ΜΒ έλεγχος+αντιστάθµιση τριβής µε το «γενικό κινητικό µοντέλο τριβής», 

(ΜΒGK): 

 , , ,m mbgk m mb f gkT T T= +  (6-41) 

Σε κάθε έναν από τους προηγούµενους τρόπους ελέγχου επιλέχτηκαν τα µέγιστα 

δυνατά κέρδη του PD κατευθυντή µε την προϋπόθεση ότι η απόσβεση του συστήµατος 

είναι 1≅ζ , βλ. Παράρτηµα Β.2, και ότι δεν εµφανίζεται L.C. Σ’ αυτήν την περίπτωση, για 

κάθε έναν από τους τέσσερις διαφορετικούς τρόπους ελέγχου και όταν ως είσοδος στο 

σύστηµα χρησιµοποιείται η καµπύλη του Σχ. 6-21, οι αποκρίσεις θέσης του συστήµατος 

εικονίζονται στο Σχ. 6-24. Επίσης, έχει σχεδιαστεί η αντίστοιχη απόκριση για την 

περίπτωση του απλού PD ελέγχου προκειµένου να συγκριθεί µε τον ΜΒ έλεγχο. Ως τελική 

επιθυµητή θέση έχει επιλεγεί να είναι, σύµφωνα µε το Σχ. 6-21, το σηµείο: 

 ( )2 ,20.4sec, 5000dt countsθ= =  (6-42) 

ενώ τα κέρδη που επιλέχτηκαν µε βάσει τα δύο προαναφερθέντα κριτήρια είναι τα 

ακόλουθα: 

 ( ) ( )2 220 / , 5 / / secp dK Volt Kg m count K Volt Kg m count= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  (6-43) 

Στο Σχ. 6-24 φαίνεται η βελτίωση που επιτυγχάνει η χρησιµοποίηση του ελέγχου 

"MB" έναντι του απλού ελέγχου "PD". Επίσης, η χρησιµοποίηση αντιστάθµισης µειώνει το 

σφάλµα παρακολούθησης της επιθυµητής τροχιάς. Μάλιστα, η µέθοδος (MBBV) φαίνεται 

να είναι η περισσότερο αποτελεσµατική, ενώ στις περιπτώσεις των µεθόδων (MBCV), 

(MBGK) το σφάλµα είναι µεγαλύτερο. 

Ωστόσο, από το Σχ. 6-24, δεν µπορούν να εξαχθούν γενικά συµπεράσµατα για την 

συµπεριφορά των µοντέλων τριβής σε όλες, ανεξαιρέτως, τις µορφές επιθυµητών 

τροχιών. Για αυτόν τον λόγο, η περαιτέρω διερεύνηση του συγκεκριµένου προβλήµατος 

θα αποτελέσει θέµα µελλοντικής εργασίας. 
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Σχήµα 6-24. Αποκρίσεις θέσης για διάφορες µεθόδους ελέγχου µε σκοπό την µείωση του 
σφάλµατος παρακολούθηση τροχιάς. 
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7 Συµπεράσµατα και Mελλοντική Eργασία 

7.1 Συµπεράσµατα 
Σ' αυτήν την διπλωµατική εργασία παρουσιάστηκε µία ολοκληρωµένη έρευνα πάνω στον 

σχεδιασµό συστηµάτων ελέγχου µε αντιστάθµιση τριβής. Αρχικά µελετήθηκε η φύση της 

τριβής και τα φαινόµενα που την χαρακτηρίζουν για κάθε είδους κίνηση. Με βάσει αυτά τα 

χαρακτηριστικά πραγµατοποιήθηκε η µοντελοποίηση της µε σκοπό τον έλεγχο. Εξαιτίας, 

όµως, της µη γραµµικής φύσης της τριβής κρίθηκε αναγκαία η χρησιµοποίηση µιας 

µεθόδου ανάλυσης µη γραµµικών συστηµάτων. 

Η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε είναι η ανάλυση µε Περιγραφική Συνάρτηση, η 

οποία διακρίνεται για την απλότητά της, την ακρίβεια στα ποιοτικά της αποτελέσµατα και 

την υπό προϋποθέσεις ακρίβεια στον προσδιορισµό της χρονικής απόκρισης ενός 

συστήµατος. Μ’ αυτήν την µέθοδο εξετάστηκαν οι επιπτώσεις που έχει η µη ακριβής 

µοντελοποίηση της τριβής στην απόκριση ενός σερβοµηχανισµού και επιβεβαιώθηκε η 

αναγκαιότητα µοντελοποίησης µε µεγάλη ακρίβεια. Παράλληλα βρέθηκαν οι 

προϋποθέσεις µε τις οποίες η συγκεκριµένη µέθοδος ανάλυσης µπορεί να προσδιορίσει 

τα ποσοτικά χαρακτηριστικά της χρονικής απόκρισης ενός συστήµατος µε τριβή. 

Αξιοποιώντας τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την εφαρµογή της µεθόδου 

ανάλυσης µε Περιγραφική Συνάρτηση έγινε προσπάθεια αντιστάθµισης τριβής σε έναν 

σερβοµηχανισµό προκειµένου να µειωθεί όσο το δυνατόν περισσότερο το σφάλµα 

µόνιµης κατάστασης και παρακολούθησης τροχιάς. Για τον λόγο αυτό χρησιµοποιήθηκαν 

διάφορα µοντέλα τριβής µε σκοπό την σύγκρισή τους ως προς την αποτελεσµατικότητά 

τους στην αντιστάθµιση τριβής. 

Ειδικότερα, όσον αφορά τα πειραµατικά αποτελέσµατα επετεύχθει ο βασικός 

στόχος αυτής της εργασίας, που ήταν η εξάλειψη της επίδρασης της τριβής στην 

απόκριση θέσης του σερβοµηχανισµού. Συγκεκριµένα, το σφάλµα µόνιµης κατάστασης 

όσο και το σφάλµα παρακολούθησης πορείας περιορίστηκε σε πολύ χαµηλά επίπεδα. 

 

 

7.2 Mελλοντική Eργασία 
Επιδιώκοντας την συνεχή αναζήτηση νέων και αποδοτικότερων λύσεων στα προβλήµατα 

υψηλής ακρίβειας απόκρισης θέσης και παρακολούθησης τροχιάς, µελλοντικές εργασίες 

θα µπορούσαν να αποτελέσουν οι εξής: 

� η σύγκριση µοντέλων τριβής που θα µοντελοποιούν και άλλες ιδιότητες της, 

όπως, για παράδειγµα, εκείνες που διέπουν την προ-ολίσθησης κίνηση, 
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� η εξαγωγή γενικότερων συµπερασµάτων για την απόδοση διάφορων 

µοντέλων τριβής στην µείωση του σφάλµατος παρακολούθησης τροχιάς. 
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Παράρτηµα A 

Σχεδιασµός τροχιάς παρακολούθησης 
 
Η τροχιά παρακολούθησης, δηλαδή η συνάρτηση µεταβολής της εισόδου του συστήµατος 

ελέγχου θέσης ως προς τον χρόνο, συγκροτείται από δύο τµήµατα, όπως φαίνεται στο 

Σχ. 6-22. Τα δύο αυτά τµήµατα αποτελούν τµήµατα παραβολής, τα οποία είναι 

συµµετρικά ως προς το σηµείο ( ),1 ,1,d dt θ . 

Συγκεκριµένα, η καµπύλη περιγράφεται από την εξίσωση: 
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Από την Εξ. (Α-1) υπολογίζεται η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της επιθυµητής θέσης, 

δηλαδή η επιθυµητή ταχύτητα και η επιθυµητή επιτάχυνση, που είναι αντίστοιχα: 
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Απαραίτητη προϋπόθεση αποτελεί η καµπύλη να είναι συνεχής, που σηµαίνει ότι 

πρέπει να ισχύει: 
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και: 
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Με βάσει τις Εξ. (Α-4) και (Α-5) προκύπτει ότι καθορίζοντας το σηµείο ( )2 ,2, dt θ  ή το 

σηµείο ( )1 ,1, dt θ  καθορίζεται ολόκληρη η καµπύλη. 
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Παράρτηµα Β 

Καθορισµός κερδών PD κατευθυντή 
 

Β.1 Αντιστάθµιση τριβής και έλεγχος µε πηγή ρεύµατος 
Η επιλογή των κερδών του PD κατευθυντή, στην περίπτωση αντιστάθµισης τριβής και 

ελέγχου µε πηγή ρεύµατος, µπορεί να γίνει θεωρώντας ότι η κίνηση του σώµατος γίνεται 

πάντα προς µία κατεύθυνση. Τότε, η τριβή ολίσθησης ή η τριβή Coulomb, δηλαδή το µη 

γραµµικό τµήµα της τριβής, που εξαρτάται από το πρόσηµο της ταχύτητας, µπορεί να 

θεωρηθεί ως διαταραχή στο σύστηµα. Σ' αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση µεταφοράς 

του συστήµατος υπολογίζεται από το δοµικό διάγραµµα του Σχ. 6-16, εφ' όσον τεθεί: 
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ω ω

ω ω
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Συγκεκριµένα, το σύστηµα έχει δύο συναρτήσεις µεταφοράς λόγω των δύο εισόδων 

του (επιθυµητή θέση, τριβή ολίσθησης) και είναι ενός βαθµού ελευθερίας, βλ. Παρ. 6.2.1. 

Μάλιστα, αν η επίδραση του φίλτρου filterG  θεωρηθεί αµελητέα, η µία εκ των δύο 

συναρτήσεων µεταφοράς του συστήµατος είναι η εξής: 
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Από την Εξ. (Β-2) προκύπτει ότι η απόσβεση του συστήµατος και η ιδιοσυχνότητά 

του είναι: 
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αντίστοιχα. 

Η επιλογή των δύο κερδών του PD κατευθυντή γίνεται θέτοντας: 

 1ζ ≅  (Β-5) 

οπότε από τις Εξ. (Β-3), (Β-4), προκύπτει: 
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Αν υποτεθεί ότι η εκτίµηση του συντελεστή ιξώδους τριβής είναι αρκετά ακριβής, 

τότε µπορεί να θεωρηθεί ότι 0b∆ ≅ , οπότε η Εξ. (Β-6) γράφεται: 
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όπου οι µονάδες µέτρησης των µεγεθών είναι: 
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 (Β-8) 

 

Β.2 "Model based" έλεγχος µε αντιστάθµιση τριβής και 
έλεγχο µε πηγή ρεύµατος 
∆εδοµένου ότι η δοµή του συστήµατος είναι η ίδια µε εκείνη που περιγράφτηκε στο 

Παράρτηµα Β.1, και αν υποτεθεί ότι η πειραµατικά προσδιορισθείσα ροπή αδράνειας του 

συστήµατος προσεγγίζει µε ικανοποιητική ακρίβεια την πραγµατική ροπή αδράνειας, τότε 

το σύστηµα θα διέπεται από την ακόλουθη διαφορική εξίσωση: 

 ( ) ( )d T amp d d T amp p dJ b J K K K K K Kολ ολθ θ θ θ θ θ θ + ∆ = + − + −   (Β-9) 

Αν, επιπλέον, υποτεθεί ότι η διαφορά, b∆ , του πειραµατικά προσδιορισθέντος 

συντελεστή ιξώδους τριβής από την πραγµατική του τιµή είναι αµελητέα, τότε η Εξ. (Β-9) 

ισοδύναµα γράφεται: 

 ( ) ( ) ( ) 0d T amp d d T amp p dJ K K K K K Kολ θ θ θ θ θ θ − + − + − = ⇔    

 0T amp d T amp pJ e K K K e K K K eολ  ⇔ + + =   (Β-10) 

Από την Εξ. (Β-10) προκύπτει ότι η απόσβεση του συστήµατος και η ιδιοσυχνότητά 

του είναι: 
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αντίστοιχα. 

Η επιλογή των δύο κερδών του PD κατευθυντή γίνεται θέτοντας: 

 1ζ ≅  (Β-13) 

οπότε από τις Εξ. (Β-3), (Β-4), προκύπτει: 
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όπου οι µονάδες µέτρησης των µεγεθών είναι: 
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Παράρτηµα Γ 

Πρόγραµµα PID κατευθυντή µε αντιστάθµιση τριβής 
(κλασσικό µοντέλο) σε περιβάλλον πραγµατικού 
χρόνου (QNX) 
 
/* This is a QNX4 application for isa bus communications to a Galil motion  
controller */ 
 
/* This programme illustrates a pid controller with friction compensation (coulomb 
friction model) */ 
 
 
#include "dmcqnx.h" 
#include <sys/types.h> 
#include <unistd.h> 
#include <signal.h> 
#include <errno.h> 
#include <sys/kernel.h> 
#include <time.h> 
 
timer_t                    tid;                         /* Timer identifier */ 
struct      itimerspec     timer;                /* Timer specification */ 
struct      sigevent       event;                 /* Event specification */ 
 
void PrintError(long rc); 
void alarm_handler(int sig_no) 
{   
} 
 
int main(int argc, char* argv[]) 
{ 
   int  n = 0; 
   int  i; 
   int  j; 
   int  k; 
   int  loop = 999;    /* Total number of cycles */ 
   int  loopstep = 1;    /* Step of storing data */ 
   long  rc = 0;     /* Return code */ 
   long  velocity;    /* Velocity variable */ 
   int  fInMotion = FALSE;   /* Motion complete flag */ 
   char  buffer[256] = "";   /* Response from controller */ 
   char  uploadfile[]="compcoul.dmc"; /* Data file */ 
   FILE  *errfile;    /* File for storing error */ 
   FILE  *velfile;    /* File for storing velocity */ 
   FILE  *timefile;    /* File for storing time */ 
   FILE  *intfile;    /* File for storing integral */ 
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   char  timefname[81]; 
   char  errfname[81]; 
   char  velfname[81]; 
   char  intfname[81]; 
 
   pid_t  proxy; 
   USHORT usStatus; 
   HANDLEDMC      hdmc = -1;  /* Handle to controller */ 
   CONTROLLERINFO controllerinfo; /* Controller information structure */ 
 
   static void alarm_handler(int sig_no); 
   signal(SIGALRM,alarm_handler); /* Define the signal-handler so that the 

operating system knows which function to 
call when the timer expires */ 

 
   event.sigev_signo = SIGALRM;  /* Set the event's signal number */ 
 
   tid = timer_create(CLOCK_REALTIME,&event); /* Create a new timer.The 

first argument specifies the type of 
event we want */ 

 
   timer.it_value.tv_sec = 0L; 
   timer.it_value.tv_nsec = 20000000L;    /* =20msec=0.020sec */ 
   timer.it_interval.tv_sec = 0L; 
   timer.it_interval.tv_nsec = 0L;    
 
   argc = argc; 
   argv = argv; 
 
   printf("Simple isa bus communications example for Galil Motion 
Controllers\n\n"); 
 
   /* In order to recieve interrupt messages */ 
   proxy = qnx_proxy_attach(0, 0, 0, 0); 
 
   memset(&controllerinfo, '\0', sizeof(controllerinfo)); 
 
   controllerinfo.cbSize = sizeof(controllerinfo); 
   controllerinfo.usModelID = MODEL_1700; 
   controllerinfo.fControllerType = ControllerTypeISABus; 
   controllerinfo.ulTimeout = 1000; 
   controllerinfo.pid = proxy; 
   controllerinfo.hardwareinfo.businfo.usAddress = 824; 
   controllerinfo.hardwareinfo.businfo.usInterrupt = 11; 
  
   DMCInitLibrary(); 
 
   /* Open the connection */    
   rc = DMCOpen(&controllerinfo, &hdmc); 
   if (rc) 
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   { 
      PrintError(rc); 
      return rc;   
   } 
 
   /* Query the state of the inputs */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TI", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      int temp; 
      temp = atoi(buffer); 
      printf("The value of the inputs is %d\n", temp);       
   }     
    
   /* Set the controller gains */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "KP0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   rc = DMCCommand(hdmc, "KD0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc);  
 
   rc = DMCCommand(hdmc, "KI0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Set the controller offset */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "OF0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define position */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "DPX=0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Servo here */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "SH;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Download File with the appropriate data */ 
   rc = DMCDownloadFile(hdmc, uploadfile, NULL); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Execute file */ 
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   rc = DMCCommand(hdmc, "XQ", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the arrays of position, velocity, torque and error integral */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "DM ERRX[1000];DM VELX[1000];DM 
TIM[1000];DM INTE[1000];", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define two counters */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "COUNTER=0;N=0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the first value of time */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIMER0=TIME;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the first value of error */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERRX[0]=ERR0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the first value of time */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIM[0]=(TIME-TIMER0);", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the first value of error integral */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "INTE[0]=0;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
 
   j=0;/*counter*/ 
 
   do 
   { 
   timer_settime(tid,0,&timer,NULL); 
 
   n=n+1; 
 
   if (n == loopstep) 
   { 
   rc = DMCCommand(hdmc, "COUNTER=COUNTER+1;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
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   /* Define the position variable */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "POS=_TPX;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the error variable */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERR=(POS1-POS);", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
/*-------------------------------Coulomb Friction----------------------------------------*/ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "POS2=@INT[POS/20];", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc);  
 
   rc = DMCCommand(hdmc, "POS3=POS2+1;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc);  
 
   /* Define the coulomb friction as a function of current position */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "FC=KFC*((F[POS2]+F[POS3])/2);", buffer, 
sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Define the velocity variable */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "VEL=_TVX;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
       
   /* Storing current velocity */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "VELX[COUNTER]=VEL;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
       
   rc = DMCCommand(hdmc, "VEL=;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
   velocity = atol(buffer); 
      if (velocity > 20) 
      { 
          rc = DMCCommand(hdmc, "FCS=FC;", buffer, sizeof(buffer)); 
          if (rc) 
             PrintError(rc);  
      }  
      
      else if (velocity < -20) 
      { 
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          rc = DMCCommand(hdmc, "FCS=-FC;", buffer, sizeof(buffer)); 
          if (rc) 
             PrintError(rc);  
      }       
      
      else 
      {  
          rc = DMCCommand(hdmc, "FCS=0.001;", buffer, sizeof(buffer)); 
          if (rc) 
             PrintError(rc);  
      } 
   }   
 
/*------------------------------------------------------------------------------------------*/ 
 
/*------------------------------Viscous Friction----------------------------------------*/ 
    
   rc = DMCCommand(hdmc, "APOS=KAPO*(0.001*((AP[POS2]+AP[POS3])/2));", 
buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
/*-----------------------------------------------------------------------------------------*/ 
 
 
   /* Define the time variable */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIMER=(TIME-TIMER0);", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERRX[COUNTER]=ERR;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIM[COUNTER]=TIMER;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Current change in position error */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERRPART=(ERRX[COUNTER]+ERRX[COUNTER-
1]);", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
       
   /* Current change in time */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIMPART=(0.001*(TIM[COUNTER]-
TIM[COUNTER-1]));", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Integral calculation */ 
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   rc = DMCCommand(hdmc, "INTE[COUNTER]=INTE[COUNTER-
1]+(0.5*(ERRPART*TIMPART));", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Store integral */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "INTEGR=INTE[COUNTER];", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc);       
 
   /* Define the torque variable */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TOR=(FCS+(APOS*VEL)+(ERR*G[0])-
(VEL*G[1])+((INTEGR*G[2])*G[0]));", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   /* Set the offset */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "OF TOR;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   n=0; 
   } 
 
   pause();           /*This blocks the program until a signal arrives*/ 
 
   } while (++j < loop); 
 
  
 
   /* Query the X axis position error */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERR=;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      long temp; 
      temp = atol(buffer); 
      printf("The value of the X axis position error is %ld\n", temp);       
   }      
 
 
   /* Turn the motor off */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "MO;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
 
   /* Record data */ 
   printf("Write the name of the file you want to store error array into:"); 
   gets(errfname); 
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   if ( (errfile = fopen(errfname, "w")) == NULL) 
   { 
      printf("fopen failed.\n"); 
      exit(0); 
   } 
 
   printf("Write the name of the file you want to store velocity array into:"); 
   gets(velfname); 
 
   if ( (velfile = fopen(velfname, "w")) == NULL) 
   { 
      printf("fopen failed.\n"); 
      exit(0); 
   } 
 
   printf("Write the name of the file you want to store time array into:"); 
   gets(timefname); 
 
   if ( (timefile = fopen(timefname, "w")) == NULL) 
   { 
      printf("fopen failed.\n"); 
      exit(0); 
   } 
 
   printf("Write the name of the file you want to store error integral into:"); 
   gets(intfname); 
 
   if ( (intfile = fopen(intfname, "w")) == NULL) 
   { 
      printf("fopen failed.\n"); 
      exit(0); 
   } 
 
 
   k=0; /* counter */ 
   
   do 
   { 
 
   /* Storing the error array */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "ERRX[N]= ;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      long temp; 
      temp = atol(buffer); 
      fprintf(errfile, "%ld\n", temp); 
   }    
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   /* Storing the torque array */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "VELX[N]= ;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      long temp; 
      temp = atol(buffer); 
      fprintf(velfile, "%ld\n", temp); 
   }      
 
   /* Storing the time array */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "TIM[N]= ;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      long temp; 
      temp = atol(buffer); 
      fprintf(timefile, "%ld\n", temp); 
   }       
 
   /* Storing the integral array */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "INTE[N]= ;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
   else 
   { 
      long temp; 
      temp = atol(buffer); 
      fprintf(intfile, "%ld\n", temp); 
   }        
 
   /* Increase the value of the counter */ 
   rc = DMCCommand(hdmc, "N=N+1;", buffer, sizeof(buffer)); 
   if (rc) 
      PrintError(rc); 
 
   } while (++k < loop); 
 
 
   fflush(stdout); 
 
   for (i = 0; i < 16; i++) 
   { 
      char command[16]; 
 
      sprintf(command, "UI%d;", i); 
      rc = DMCCommand(hdmc, command, buffer, sizeof(buffer)); 
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      if (rc) 
         PrintError(rc); 
 
      /* This function will block on waiting for the interrupt message 
         to be generated - this should be in a separate thread */ 
      Receive(proxy, 0, 0); 
 
      rc = DMCGetInterruptStatus(hdmc, &usStatus); 
      if (rc) 
      { 
         PrintError(rc); 
         return rc;   
      } 
      else 
         printf("The interrupt status for UI%d is %u\n", i, usStatus); 
   } 
 
   /* Close the connection */                        
   rc = DMCClose(hdmc); 
   if (rc) 
   { 
      PrintError(rc); 
      return rc;   
   } 
 
   printf("\nDone\n"); 
    
   return 0L; 
} 
 
void PrintError(long rc) 
{ 
   printf("An error has occurred. Return code = %ld\n", rc); 
   fflush(stdout); 
} 
 
 


